KAPITEL 1

Einfiihrung in die Problematik

1. Physikalische Motivation

Betrachte einen Stab aus Metall mit gegebener Temperaturverteilung. Nun
wollen wir untersuchen wie die Wérme geleitet wird.
Annahmen:

e Stab (isoliert) wird parametrisiert durch das Intervall [0, 1], u(t, z) =
Temperatur in x zum Zeitpunkt .

Konstanten: p Dichte, ¢ spezifische Wéarme

f:10,1] = R Wérmequelle

Energie in Segment [z1, z2]: E(x2,21,t) = cp(xy — x1)u(t, 1)
Wiérmeleitungsregel von Fourier: Sei Q(¢,z) = die Wérme durch
Punkt x zum Zeitpunkt ¢

t — Q(t
Q 2’? tQ( ) A —Ko({%u(tl,m) Ky Thermale Konduktivitét
2=l

e Energieerhaltung:

ep(xy — x1)(ulta, x1) — ulty, 1))

= (752 — tl)(l'g — l‘l)f(l‘l) — K(](tg — tﬂ(%u(tl,xl) — %u(fl,l'g)) .

Daraus folgt

u(tg,l'l) — u(tl,ml) B f(:L’l) I @ a%u(tl,wg) — a%u(tl,xl)

to — 11 cp cp To — X1
und damit

0 0?
0 utt.a) =L 4 Dt 0,

wobei kK = Ic<_p0 die thermische Diffusivitit (eine Konstante) ist.

Stationire Temperaturverteilung (Gleichgewicht, steady state):

0— %u(t,m) u(t,x):=>v(z) 0— f(l‘) + A’U(l’) _— A’U(l‘) = —f(l’)

2. Mathematische Problemstellung
Es sei  C R? offen und beschrinkt.
Gegeben: Stetige Funktion f auf €.
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Gesucht: Stetige Funktion u : © — R, in € zweimal differenzierbar mit

2) { Au(w) =YL, LHu(z) = f(2) Ve € O

1

u(z) = 0(z) Vo € 0.
Anwendung: Potential eines Ladungsfreies elektrisches Feldes.
u stationdre Temperaturverteilung
BEMERKUNG 2.1. A ist ein linearer Operator A(u + v) = Au + Awv.

Idee: Definiere den Laplace-Operator in geeigneten Raumen und untersuche
Abbildungsvorschriften.
Sei zB. X := {h: h € C%(Q), haq = 0} und Y := C(Q) und betrachte
Axy : X =Y.
Typische Fragestellungen:
(a) Ist Axy injektiv (d.h. die Losung der Gleichung ist eindeutig, falls
sie existiert)
(b) Ist Axy surjektiv (d.h. es existiert eine Losung der Gleichung fiir
alle feY).
(c) Finde moglichst einen groffen Raum Y so dass Axy surjektiv ist
(d.h. die Gleichung ist fiir viele f lsbar).
(d) Da X typischerweise nicht explizit gegeben ist, finde moglichst viele
Eigenschaften von X (d.h. Eigenschaften der Losung).

BEMERKUNG 2.2. (a) Der Laplace-Operator besitzt keine guten Figen-

schaften in C (). Suche nach geeigneten Rdumen fihrt auf Sobolev-
Réaume (reflerive Banachrdiume bzw. Hilbertrdumen).
Idee (L2-Theorie):
(a) Die Existenz einer schwachen Losung lisst sich im Hilbertraumfall

(Lo-Theorie) sehr einfach iiber Lax-Milgram zeigen.
(b) Regularititstheorie liefert dann eine starke bzw. klassische Losung.

BEMERKUNG 2.3. FEine wichtige Rolle bet der Regularitdtstheorie spielt die
sogenannte Lokalisierung.

Idee (L,-Theorie):
(a) Betrachten zunichst
A —A)u(z) = f(z), =R

(b) Benutze die sog. Fouriertransformation. Die zentrale Eigenschaft
dieser Abbildung ist, dass sie Differentialausdriicke in algebraische
umwandelt. Im Fall (A — A) erhélt man

A + €2 Fu = FFf.

Damit ist die formale Inverse von (A — A) durch v = F~Y(\ +
I€12) "L F f gegeben.
Typische Fragestellungen:
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(a) Wie kann man dem formalen Ausdruck F~*(\ + |£|?)~1F als Ope-
rator: Y — X einen Sinn zu geben?

(b) Finde hinreichende Bedinungen, so dass F~!1(\ + |£]?)"1F ein be-
schrénkter Operator in L, ist.

BEMERKUNG 2.4. Auf diesem Weg werden wir auch erkennen, dass sich T =
F YN+ €2)7LF auch als Integraloperator, d.h. Tf(z) = [k(z,y)f(y)dy,
darstellen ldsst.

Im letzten Abschnitt betrachten wir die Wirmeleitungsgleichung (1).
Idee:
(a) Betrachte u als Funktion ¢ — u(t,-) € X, X ein Funktionenraum
(Sobolevraum)
(b) Sei A der Laplaceoperator und betrachte
u'(t) — Au(t) =0, t>0
u(0) = uyp.
Dies ist eine gewohnliche DGL im Banachraum!
(c) Ana III: Losung ist e®tug
Typische Fragestellungen
(a) Verniiftige Definition fiir e/ fiir grofie Klassen von (Differential-

)Joperatoren.
(b) Suche Bedingungen an A, so dass e*4 wohldefiniert ist

BEMERKUNG 2.5. Fliir spezielle (in Physik und Ingenieurwissenschaften sehr
relevante) Klassen von Differentialoperatoren, sog. Divergenzoperatoren, ldsst
sich zeigen, dass et wieder ein Integraloperator ist (z.B. Laplace auf belie-
bigen offenen Mengen).
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Sobolevraume

1. L, Riume (Erinnerung)
In diesem Abschnitt sei (M, X, ) stets ein Mafiraum.
DEFINITION 1.1.
(a) Seil < p < oo. Setze || fl, = </|f|pd,u>
(b) Sei f: M — K messbar. Dann %ﬁiﬂt f wesentlich beschrinkt, falls
ein a > 0 existiert mit p({x € X : |f(x)| > a}) = 0. Ferner heifst
[flloo :=inff{a > 0: p({z € X : [f(z)] > a} = 0)}

das wesentliche Supremum von f.
(c) Seil < p < oco. Definiere

LP = LP(M, %, 1, K) := {f: f: M — K messbar und | f||, < oo}.

1/p

BEMERKUNG 1.2.
(a) || - ||p ist eine Halbnorm auf LP.
(b) Sei f € LP. Dann ist || f||, = 0 genau dann wenn
feN: ={f: f messbar und f =0 p-fast iberall}.

(c) LP ist ein Vektorraum.
(d) N ist ein Unterraum von M, dem Vektorraum der messbaren Funk-
tionen (auch von LP), und

f~g 24 f—geN

definiert eine Aquivalenzrelation
DEFINITION 1.3. Der Raum L ist definiert durch:
L2 (M, p) i= LM, 5, 1, KNS ([ fllleo = [ flloor VIfT € L.
SATZ 1.4.

(a) |f] < ||flloo m-fast iberall.
(0) || - |loo ist ein Norm.

(c) |fn — flloo — 0 = es existiert ein A € ¥ mit u(A°) = 0 und
fn — [ gleichmdssig auf A.
(d) (L=(M,pn),|| - llso) ist ein Banachraum.

3
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DEFINITION 1.5. Seil <p < o
LP(M, ) == (M, 5, 0, )N, Sl =11l VIf] € LP.

SATZ 1.6 (Holdersche Ungleichung). Es sei 1 < p,gq <oo mit1/p+1/q=1
(interpretiere 1/oo = 0). Desweiteren seien f € LP(M,u) und g € LI(M, ).
Dann ist f - g € LY(M, u) und

1fglly < [ £1lp - llgllq-

Proor. Die Fille p = 1,00 sind trivial. Seien a,b € Ry und f,g # 0.
Dann gilt
ab < %,, + % (Youngsche Ungleichung).

(Der Beweis dieser Ungleichung ist elementar.) Natiirlich ist fg messbar. Sei-
en G := g/||gllq und F := f/||f|l,- Anwendung der Youngsche Ungleichung
in jedem Punkt x € M ergibt nach Integration

[ 1F@6) e < [ @ / G =1l
M M

und die Behauptung folgt. O

SaTz 1.7 (Minkowskische Ungleichung). Seil < p < oo und f,g € LP(M, ).
Dann gilt

1+ gllp < 171l + llgllp-
SATZz 1.8 (Riesz—Fischer). Sei 1 <p < oco. Dann ist LP(M, j1) vollstindig.

SATz 1.9. Nehmen wir an, dass f, € LP(M,u) gegen f € LP(M, ) konver-
giert, dann existiert eine Teilfolge fy, , so dass fn, (x) p-fast iberall konver-
giert.

SATz 1.10 (Dualitét). Sei 1 < p < oo, und (M, X, p) o-endlicher MafSraum.
Sei 1/p+1/qg =1 (50 genannte konjugierte Exponente). Dann definiert
L9(M, ) — LP(M, )

0/ —/f gdu,  ge LI(M,p), f € LP(M, p).,

einen isometrzschen Isomorphismus.

PRrROOF. J ist wohldefiniert nach der Holderschen Ungleichung. Natiirlich
ist J linear. J ist isometrisch, denn sei g € LY(M, 1) und setze

3 lg| \a/p
re= i)

31\” Jgle
11 = [ (— i =
P lgll ) llglld
M

und [,, fgdu = ||g|ly- Es bleibt die Surjektivitit von J zu zeigen.

Dann
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1. Fall u(M) < oo: Sei p € LP(M, ). Betrachte v : ¥ — K, v(A) := p(x4)
(xa € LP(M,p)). v ist ein signiertes (komplexes) Mafl. Ferner ist v absolut
stetig beziiglich p, denn A € ¥ und p(A) = 0 impliziert x4 = 0 p-fast
iiberall, d.h. x4 = 01in LP(M, ), also v(A) = p(x4) = 0. Satz von Radony—
Nikodym ergibt g € L'(M, i) mit

v(A) = /gd,u: /XAgd,u VA e X.
A M
Also wegen Linearitét

(3) o(f) = /fg dp ¥V Treppenfunktionen f.
M

Ferner |p(f)| < C'||f|oo- Die Treppenfunktionen sind dicht in L>°(M, u) also
gilt (3) fur f € L°(M,u). Wir zeigen nun g € LY(M, p). Sei erst ¢ < oc.
Setze

) @) = {% o) 70

0 sonst.

f ist messbar und |g|? = fg = |f|P. Fir n € Nsei A, :={z € M : |f(z)| <
n}. Dann ist x4, f € L>(M, ) und

/ 1917 du = / vau S du = o0ca, f) < llellxa, £, =
An M

- ”go”(ﬁﬂp d”>1/p = Hs0\|</\g!q du>1/p
An i

— / 97 < ol VneN.
An

Satz von Beppo Levi(monotone Konvergenz) gibt g € LY(M, ).

Jetzt betrachten wir der Fall ¢ = co. Dann |g| < ||¢||, dennsei A :={z € X :
lg(x)| > ll¢ll}. Setze f := xalgl/g, f € L®(M, ). Nehmen wir u(A) > 0
an.

(Aol < / 9] du = / fodu=o(f) < el - Il
A M

und nach Annahme = p(A) < ||f|l1, Widerspruch mit p(A) = || f]|1. Also
g€ L=(M, p).

Die Treppenfunktionen sind dicht in LP(M, u) also ¢ = Jg.

2. Fall, p(M) = oo: Es sei M = ;2 M, mit p(M,) < oo, und M,
paarweise disjunkt. Sei ¢ € LP(M,u)". Setze p,(f) := o(xm, f), fir f €
LP (M, piy,), wobei p,(A) := u(M, N A). Dann ||o,|| < |l¢||, insbesondere
on € LP(M,, py)'. Verwende jetzt den ersten Fall um g,, € LY(M,, ) zu
bekommen. Setze g := > > | g, (in jedem Punkt nur ein Summand, g,, wird
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durch 0 fortgesetzt auf MS). Es ist g € LY(M, ) und ¢ = Jg zu zeigen. Sei
Ay = Uj—; Mj und f wie in (4)

/ 919 dp =" / fodp=>" / X, fgj dp =Y elxa; f)
i = =, ot
= @(Z X, f) < Z lellllxar £l
1
el (% [ an)”" = el / ol an) "

]lM

Daraus folgt fAn lg|7dp < [|¢||, und nach Beppo Levi Theorem g € LY(M, ).
Es gilt:

o) = olim xa,f) = im olanf) = tim [ fo

An
. Lebesgue
= lim [ xa,fg = / fg.

n—oo

M
(|

SaTz 1.11 (Lp Interpolation Ungleichung). Seien pg,p1 € [1,0], 6 € (0,1)
und X = p—0+— Sind f € LPO(M, u)NLPY (M, 1), dann ist f € LP(M, p)

Po
und es gilt

11l < 11£ 150 *I1 115,

ProOOF. Setzeg = ’f’ (1=0)po ynd h := ’f‘@pe Dann ist gh = ’f’ (1-0)pg+6pg —
|f|P?, ferner g € LU-970 L (M,p) und h € Lo (M, @) und

< = - p9 . (gpg
1Fllzg = llghlls < llgll zo__ - 12 2o LFIIS e - 1L Fllpee
mit der Verwendung der Holderschen Ungleichung. O
SATZ 1.12 (Verallgemeinerte Holder-Ungleichung). Sein € N und 1< pl <
oo, fi € LPi firi=1,...,m. Sei ferner 1 <p < oo so, dass =" 1pz
Dann gilt
n n n
Hf’ e LP und HH fz < H HfZHPz
i1 =1 P =1
Proor. UA. O
DEFINITION UND SATZ 1.13. (a) L'NL>(M, ) := LY (M, p)NL> (M, p)
versehen mit der Norm || fllinco = | fll1 + ||fllco ist ein Banach-

raum.
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(b) Definiere
L' 4+ L (M, p) == {f : M — K mb.: Ig € L*(M, i), h € L°°(M, p)
mit f = g+ h}.
Die Abbildung
£l 400 = f{IRll + lglloo = f=g+h:heL'(Mp), g€ L>®(M,u)}.
ist eine Norm, mit der L' + L™ ein Banachraum ist.
SATz 1.14. Sei 1 < p < co. Dann gilt L,(M,p) € L1 + Loo(M, p).

PROOF. Der Fall p = oo ist trivial. Sei f € LP(M, u). Setze A := {x €
M : |f(z)] = 1} und h := xaf, g == Xan\af- Dann g € L*°(M, p) und
h € LY (M, p1), denn

Jmau= [1naes [15rans [ipan
M A A M

THEOREM 1.15 (Riesz—Thorin Konvexitétstheorem). Sei T' : L1 + Loy —
Ly + Lo linear, ferner seien po,p1,7r0,71 € [1,00] mit pg < p1 und ro < 71.
Sei a € (0,1) und setze

O

1 . 1—a+

a 1 . 1« o
Pa Po p1 und Ta ©TO + ry’

Dann gilt

l—«

1Tl wm ey < N1 G0 g IT IS 1 10
Zur Beweis benétigen wir folgenden Satz und folgendes Lemma.

SATz 1.16 (Hadamard, 3-Linien Satz). Seia < b und f : {z € C:a <
Re z < b} — C analytisch und beschrinkt. Weiter sei

M, =sup|f(a+it)], und My = sup|f(b+it)|.
teR teR

Dann gilt:

b—zx r—a

|f(z+iy)| < Mg M, xz+iye{zeC:a<Rez< b}

Tz+iy—>b a—(z+1iy)

PROOF. Wir betrachten f.(z+iy) = e*@+)° f(ztiy)M, *~* M, *°
fiir e > 0. Dann gilt |f-(a + iy)| < e* und |f-(b + iy)| < e (Beachte:
|a®¥| =1 fiir a > 0, y € R). AuBlerdem gilt

lim sup |f:(x+iy)| =0.
Y—=£00 (<<

Mit dem Maximumprinzip fiir analytische Funktionen und ein hinreichend
groBes Rechteck folgt [f-(z)| < max{e®® e}, Aus ¢ — 0T folgt die Be-
hauptung. d
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LEMMA 1.17. Seipg < p < p1 und f = Y ajajxg, eine Treppenfunktion
mit oj € C, |aj| =1, aj > 0 und {E;} paarweise, disjunkte, mb. Mengen
mit (jeweils) endlichem Maf. Weiter sei ||f||, =1 und

P
f:=Y ajal xg,
wobei p,
1 1—2z z

Pz Pbo P
gentigt. Dann gilt:

I follzere- =1, 0<Rez<1.
Proor. Es gilt

[ 1 a VA S 1o ().

O

BEWEIS V. THEOREM 1.15. Sei p = p, mit 0 < a < 1 und betrachte
Treppenfunktion f und f’' auf M, welche ||f|, = ||f'|l,; = 1 erfiillen. Sei
f» und f. wie in Satz 1.16, wobei f, mit po und p; und f, mit ro und rq
konstruiert werden. Nach Voraussetzung ist

D(z) = / ST () dps()
M

analytisch in z. Mit Lemma 1.17 folgt nun:
20 +iy)| < fillyMillfollp < My, §=0,1, yeR
d.h.

sup [(j + iy)| < M;, j=0,1.
yeR

Damit folgt mit dem 3-Linien Satz, dass
| [ a1 < ageasy

Da Treppenfunktionen dicht in LP" sind, erhalten wir [|Tf||, < Mg~ “My.
Die Behauptung folgt nun, da Treppenfunktionen auch in LP dicht sind. [

2. L, Raume II

Im Folgenden sei i stets das Lebesgue-Mafl und ¥ die o-Algebra der Lebes-
gue-messbaren Mengen.

SATz 2.1 (Faltung, Youngsche Ungleichung). Sei f € L'(R?), g € LP(RY),
1 <p<oo. Dann gilt
(a) Fiir fast alle x € R ist y — f(z —y)g(y) € L'(R?)
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= /f(w —y)g(y)d
R4

s0 ist fx g € LP(R?) und es gilt
1f=gllp <IfllL-llgll,  1<p<oo.
PROOF. Sei p = 1. Dann gilt:

[ 1= vgtwl ayda T"“elh/\ !/\fm— )l de dy < |1 llglh.

Rd R4

(b) Setzt man

Fiir p = oo liefert die Holder—Unglelchung

|/f z—)g(y) dy| < 1 ]1glloor

insbesondere existiert [ f(z —y)g(y) dy fiir alle z € R,
d

R
Betrachte nun die Abbildung Tyg := f * g. Dann folgt aus dem Riesz—
Thorin Konvexitéitstheorem dass Ty € Z(LP, LP) wnd ||T¢|| 2 (ze, 10y < I fl1
fiir 1 < p < oo, d.h. (b) gilt. Ferner erhalten wir mit Beppo-Levi
P

\fl’— M)l dy | da

p

= lim/ /\f(x—y)le(oW)g(y)!dy dz

r—00

< tim (17 xsi0n9l < 111l
d.h.

p

/!f(w —lgw)| dy | < oo, fa. z e R

BEISPIEL 2.2.
(a) Betrachte

(1—-Au(z) = f(z), zeR<

Dann existiert fir jedes f € LP eine eindeutige Ldsung u. Deswei-
teren besitzt u die Darstellung

u(@) = (k* f)(z), z€R,

mit einem Kern k € L.
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(b) Betrachte
du(t,z) — Au(t,z) =0, t>0, xR
u(0,z) = up(z), =R

Dann existiert fir jedes ug € LP eine eindeutige Lisung u. Deswei-
teren besitzt u die Darstellung

u(t,x) = (ki *ug)(x), t>0, xR
mit ky € L fiir t > 0.

KOROLLAR 2.3. Sei f € L' (RY), dann definiert die Abbildung Tf = f *g
einen stetigen linearen Operator auf LP(RY) mit | T < || f]l1-

SATZ 2.4. Sei f € C.(R%), g € Li, (R?). Dann f+ g € C(RY).

Proor. Wegen |(f « g)(x)] < [|If[l1]lgllc existiert (f x g)(z) = [ f(z -
y)g(y) dy fiir alle x € RY. Sei x,, — z. Setze F,(y) = f(vn — y)g(y) und
F(y) = f(x—1y)g(y), dann F,(y) — F(y) fiir fast alle y € R?. Anderseits, sei
K kompakt so, dass x,, — supp f C K fiir alle n € N. Dann z,, —y & supp f

falls y ¢ K, d.h. f(zn—y) = 0 fiir y ¢ K, und so |[Fy (y)] < || fllooxx (¥)l9(y)]
integrierbare Majorante. Nach Lebesgueschen Satz folgt [ F, dy — [ F dy.

O
DEFINITION 2.5. Sei Q C R?, f: Q — C messbar und setze
Of = {:17 € Q: 3V C Q offene Umgebung von x
mit f(xz) =0 fir fa. x € V}
Dann heifst supp f := Q\ Oy der Tréger von f.
SATZ 2.6. Sei f € C.(RY), g € L}, (R?). Dann gilt

(5) supp(f * g) C supp f +suppg
ProoOF. Wegen |(f * g)(z)| < || fll1llglle existiert (f % g)(x) = [ f(z
y)g(y) dy fiir alle = € R, Also
(f*g)(x /f T —y = / fz—y)g(y) dy.

(z—supp f)Nsupp g

Falls x ¢ supp f+supp g, gilt (z—supp f)Nsuppg = 0 und (f*g)(x) =0. O

BEMERKUNG 2.7. Im Satz 2.6 g¢ilt supp f + suppg = supp f + suppg.

BEMERKUNG 2.8. Die obige Aussage (5) gilt auch fir f € L'(RY), g €
LP(RY), 1 < p < oc.

SATZ 2.9. Seien f € C¥(R?), g € L}OC(Rd) Dann ist f x g € C*(RY), und
D?(fxg) = Dfxg. Insbesondere f € C°, g € L} (R?) = fxg € C®(R?).
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PROOF. Wie immer (f  g)(z) existiert fiir alle . Sei e; € R? ein Stan-
dardbasisvektor, h € R, |h| < 1. Setze K := supp f + B(0, 1), dies ist auch
kompakt. Dann

F(f % 9)(@ + hejy) = (f  g)())
= / +(f (@ + he; —y)gly) — flz—y))g(y) dy =

Rd

= [ @+ hes ~ () Tz - 9)g(w) dy,
K-z
wobei der Integrand gegen D; f(z —y)g(y) fiir alle y konvergiert. Auflerdem
gilt
|5 (f (@ + he; —y)g(y) — flx = y)9(®)| < IID; flloolg(w)l-
Nach dem Satz von Lebesgue bekommen wir D;(f * g)(x) = ((D; f) * g)(z),

und so die Behauptung. d
DEFINITION 2.10. Eine Folge (py,)n>1 von Funktionen mit den Figenschaften
(a) pn € C®(R?) (¢) supp p, € B(0,1/n)
(b) pn =0 (d) fRdPnzl

heifst Mollifier.

BEISPIEL 2.11. Betrachte p € C°(R?), supp(p) C B(0,1), p >0, [p=1,
und definiere py(x) := 1/n%p(nzx).

LEMMA 2.12. Sei f € C(RY) und (pp)n>1 ein Mollifier. Dann konvergiert
on * f — f gleichmiflig auf kompakten Teilmengen von R<.

PROOF. Sei K C R? kompakt. Dann existiert fiir alle € > 0 ein § > 0
mit |f(z —y) — f(z)| <e fir z € K und |y| < 4. Also

(o * ) (&) — f(2)i = / (F(x — ) — F(2))puly) dy

Rd

= [ G- 1@
B(0.1/n)
so fiir n > 1/8 gilt |(pn * f)(z) — f(z)| <& [pn =€ fir z € K. O
LEMMA 2.13 (Urysohn, C*-Version). Sei ) # Q C R? offen, K C Q, K
kompakt. Dann ezistiert ein ¢ € C(Q) mit 0 < ¢ < 1 und p(z) = 1 fir
zeK.

PROOF. Sei 0 < 1/n < e < e+ 1/n < dist(K,Q°). Setze U, := {y €
Q: dist(y, K) < e} € Q und u = xp.. Dann gilt ¢ := p, *u € C®(R?)
und suppp C B(0,1/n) + U, C €, also suppp C € ist kompakt. Sei z €
K, dann ¢(z) = [, <1/, W@ —y)pa(y) dy = Ji,1<1/n Pn(y) dy = 1. Ferner
lelloo < llonllt - |t|loc = 1. Da ¢ > 0 folgt auch 0 < ¢ < 1. O
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BEMERKUNG 2.14. Sei ) # Q C R? offen und K C Q kompakt. Dann
existiert V.C R offen mit V kompakt und

KcVcVco.

PROOF. Sei p € C2°(Q2) wie in Lemma 2.13 und setze

Vi={z e Qe > %}

SATZ 2.15. Sei 1 < p < oo. Dann ist C°(R?) dicht in LP(RY).

PROOF. Sei f € LP(RY).
Beh.:Ve > 03 Treppenfunktion T = ZZ]\L LaiXx A, mit A; C R? beschrinkt
und |[T = f, <=
MafBtheorie.
Beh.:Ve > 03u € C(RY):||u — xa,ll, < &
Wahle eine offene Menge O und eine kompakte Menge K mit K C A; C O
und |0\ K| < ¢ (Existenz: Mafitheorie). Dann existiert nach Lemma 2.13
ein p € C°(0) mit p =1 auf K. Es gilt:

/|XA¢ — P = / Ixa;, — P < 2P|O\ K| < 2Pe.
o O\K

SATZ 2.16. Sei (pp)n>1 ein Mollifier.
(a) Sei 1 <p<oound f € Lp(Rd)- Dann ||pn * f — fl|l, — 0.
(b) Sei f € BUC(RY). Dann ||pn * f — flloc — 0

PROOF. (a) Nach Satz 2.15 existiert fiir ¢ > 0 ein g € C,(R?) mit
lf — gl <e. Satz 2.6 liefert

supp(pn * g) € B(0,1/n) +suppg C K, wobei K compact.

Da nach Lemma 2.12 p,, * g gleichméssig auf K gegen g konvergiert, existiert
ein ng € N mit

lon* g — gl =/\pn*g—g1p < K.
K

Daraus folgt mit der Youngschen Ungleichung
lon * f = fllp < llon * (f = 9)llp + lon * 9 = gllp + llg = £llp

1
<Nf = gllp +llon*g=gllp +llg = fllp < & +elK|7 +e.
(b) Wiederhole den Beweis von Lemma 2.12. O

KOROLLAR 2.17. Sei () # Q C R? offen und 1 < p < co. Dann ist C2°(Q)
dicht in LP(2).
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PROOF. Setze Q,, := {z € Q : dist(z,Q°) > 1} und

_ fl@) , wey
fnlw) = 0 , sonst
Dann gilt nach dem Satz von Lebesgue lim, .o || fn — fllzr() = 0, d.h fiir
€ > 0 existiert ein ng mit || f, — flr) < e
Setze g := pm * fn, Wobei p,, ein Mollifer ist. Dann existiert nach Satz 2.16
ein mo > no mit [|gm — follpre < €, m > mg. Desweiteren gilt

SUPD Gm = SUPP P + SUPP fny C 2,  m > my.

Damit erhalten wir

Igm — fllze@) < N9m — frollzr@) + 1fne — fllor) < 26, m > mo.
O

SATZ 2.18 (Zerlegung der Eins). Sei Q C R¢ offen. Seien ferner
K, cQ,CQ CQ, i €N,
mit K;, Q; kompakt und
U QZ = Q7

€N

so, dass fiir alle x € Q) existiert eine Umgebung U(x), die nur endlich viele
Qj trifft (diese Uberdeckung heifit lokal endlich). Nehmen wir ferner an,
dass K; N K; =0, falls 1 # j.
Dann existieren @; € C°(2), i € N mat

(a) p; >0

(0) > ieni(x) =1, falls x € Q

() 0< Y jenyi < 1.
Auferdem gilt p;(x) =1 fir x € K;.

PrOOF. 1. Schritt: Nehmen wir an dass wir die folgende Situation haben
K;CV;CV;CU; €9

wobei Vj kompakt, U; N K; = () falls ¢ # j und Vj},U; sind lokal endliche
Uberdeckungen von 2. Wihle gog- nach Lemma 2.13 zu U; und V. Dann gilt
@(x) == > ey wi(x) > 0, wobei lokal in € nur endlich viele Summanden von
0 verschieden sind. Setze Setze ¢;(v) := ¢}(x)/¢(z). Nach Konstruktion
haben die ; die gewiinschte Eigenschaften.

2. Schritt, Disjunktisierung von Q; und Kj: U; = Q; \ U, ; K. Natiirlich
gilt K; € U; C Q;. Wir behaupten, dass U; offen ist. Sei z € U; und
U(z) C Q; eine Umgebung von z so, dass J := {i : Q; NU(x) # 0} endlich
ist. Fiir j # k € J existiert eine Umgebung Wy(z) C U(x) von x mit
Wi(z) N Ky = (0. Setze W(x) := NgesWi(x), die ist eine Umgebung von z
mit W(z) C U; und W(z) N K; = ( fiir alle ¢ € N, ¢ # j, also U; ist offen.
Sei jetzt x € 1, liegt dann = € ), fiir ein j, dann entweder liegt es in U;
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oder in K; fiir ein i # j. Die Uberdeckung Uj is lokal endlich da €; lokal
endlich ist.

3. Schritt, Konstruktion von Vj: Sei Vi := U;. Angenommen Vj, j < n
konstruiert ist mit der Eigenschaft

n—1 [ee
Uvulu =2
7j=1 j=n

sei I, eine abgeschlossene Umgebung von 9U,, die erfiillt

n—1 00
ou, cF, c | Jv,u | U
j=1 j=n+1

Solche eine Umgebung existiert nach Bemerkung 2.14. Falls U,, # 0, kénnen
wir eine kleinere Umgebung 0U,, C F C F,, finden damit U,, \ F], nichtleer
wird. Setze V,, := U, \ F,. Dann

U, cVauF, clJv,u | U
j=1 j=n+1

Also Vj ist eine offene Uberdeckung, die natiirlich lokal endlich bleibt. [
SATZ 2.19 (Zerlegung der Eins). Sei K C R? kompakt und K C \JI_, Q,
mit Q; C R offen. Dann existiert p; € C°(§;) mit

(a) i >0

(b) S0 pi(x) =1, fallsx € K

(c) 0<3 i 0 < 1.

PRrROOF. Wihle V mit V kompakt und
KcvecvelJo

i=1
nach Bemerkung 2.14. Setze U;; = V N €2; und verwende Satz 2.18 O

BEMERKUNG 2.20. Das System (@;)ien heifit der Uberdeckung untergeord-
nete Zerlegung der Eins zu K.

3. Sobolev Riume 1.
In diesem Abschnitt es sei ) # Q C R? offen und beschriinkt.

DEFINITION 3.1 (Distributionelle Ableitung). Sei f,g € L} (Q). Falls die
Identitat

l/fD“@z(—Dml/gw fiir alle ¢ € C()

Q Q

gilt, heif§t g die distributionelle Ableitung von f, und wir schreiben D® f = g,
9 =g oder f = 08%.

BEMERKUNG 3.2.
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(a) Die distributionelle Ableitung ist eindeutig, insbesondere ist die obi-
ge Definition sinnvoll, denn

/(f —g)p=0 firalepeCXQ) = f—g=0 fast iberall.
Q
(b) Falls f € C™(2). Dann fir jede |a| < m ist D*f die klassische
partielle Ableitung von f.
DEFINITION 3.3. Seim € N und 1 < p < co. Definiere

WmP(Q) = {f € LP(Q) : V]a| <m ID*f € LP(Q)}
Iflwme@y = > IDflloe

la|<m
SATz 3.4. W™P(Q) ist ein Banachraum.

Proor. Klar: normierter Vektorraum. Um die Vollstandigkeit zu zeigen,
nehme (f,) € W™P(Q) eine Cauchyfolge, d.h. die Folgen (D f,) C LP(f2)
sind alle Cauchyfolgen. Daher konvergieren die auch, bezeichne die Grenz-
werten mit f,. Wir zeigen nun D*f = f,:

! foip ! DO fop = (—1) ! fuDp — (~1)l ! D%,

Die Behauptung folgt. O

SATZ 3.5. Seil < p < co. Dann ist W™P(Q) separabel und reflexiv. W™ ()
st separabel.

PROOF. Definiere die stetige Abbildung
J:WMP(Q) — LP(Q) x --- x LP(Q) =: X,

~~

M

wobei M = die Anzahl der Multiindizes o mit || < m ist, durch (Jf)(z) :=
(D~ f )|a‘§m. Dann ist J stetig invertierbar, bildet also auf einen angeschlos-
senen Unterraum von X ab. Falls 1 < p < oo ist, ist X separabel, ist
zusétzlich p > 1, folgt die Reflexivitiat von X. O

LeEMMA 3.6 (Lokale Approximation). Sei 1 < p < oo, f € W™P(Q) und
D C Q offen mit D C Q. Betrachte § = dist(D,92) > 0 und den Mollifier
Ne, € < 0. Setze f. :=n. * (xaf). Dann f. — f in W™P(D).

PROOF.

D*f.(z) = Dne * (xof ) / D*(pe(x — )/ (y) dy

e / Dule =) f) dy " [ oo~ )0 plw) 4

Q
= (D°f)-(z), =€ D.
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Also f. € W™P(D) und nach Satz 2.16 D*f. = (D“f). — D“f. O
SATZ 3.7. Fiir 1 <p < oo ist WHP(Q) N C>®(Q) dicht in WP ().

PROOF. Betrachte eine lokal finite Uberdeckung €, von Q, Q. C Q
kompakt (siehe Satz 2.18). Sei ¢ Zerlegung der Eins, ¢ > 0 und ¢ > 0
spiter noch zu bestimmen. Fiir ¢ > 0 existiert nach Lemma 3.6 fr. €
WP(Qy) mit || f — frell < cxe. Setze

fer=> onfu, also fo— fi=>_ op(fac—f)

keN keN

(lokal niir endlich viele Summanden). Die Produktregel gilt, denn fiir ¢ €
e ()

/SﬁkaﬂZ) = /(Di(90k¢) — Dippp) f = — /(sotzf + ¥ fDipr).
Q Q Q
Dabher ist o5 f € WHP(Q),
Di(erf) = Digr - [+ @D f.
Ferner gilt induktiv auch ¢ f € W™P(Q), und fir |o| < m
D(erf) = <O‘> DBy - DS,
Bla b
Wir erhalten
pof - Dof =Y <g> " Do (D fi. — D).

B<La keN
IDfe — D fllpo) < C Y ek llcm @y I10° fre = D fll o)
keN

S CEZQ@“PkHQm(ﬁ) S g,
keN

falls ¢x < 27*([l@xllgmg) +1)7"/C. O
SaTz 3.8 (Produktregel). Sei 1 < p < oo, % +
g € W™4(Q). Dann fg € W™(Q) und D;(fg)

)

PROOF. Sei p < oo. Nehme f, € W™P(§)
haben gesehen D;(frg) = D;fx - g+ frDig.

/Dm f9= klin;o/Diw “frg = —klirgo/wDi(fkg)
Q Q Q

—— tin [ @(Difi-g+ fiDig) = — [ @Dif -9+ £Dig).
Q Q
Der Rest folgt mit Induktion. O

% =1 und f € W™P(Q),
=Dif - g+ [Duyg.
N C>®(Q) mit fr — f. Wir
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SaTz 3.9 (Kettenregel). Seien ', Q C R? offen, und ® : Q' — Q ein C'-
Diffeomorphismus mit beschrinkten Ableitungen D®, D&, Seil < p < oo.
Dann gilt fiir f € WP(Q):

(a) fod e WhHP(Q).

(b) O(fo®)=0fod-0.

Proor. UA. O

LEMMA 3.10. Sei 2 C R"™ offen.
(a) Dift =1p50D;f, Djf~ = =15<0D;f fuer f € H'()
(0) f=fl, f*, f= - HY(Q) — H'(Q) stetig.
(¢c) D(Q) dicht in H}(Q) 4.
(d) Seiu € HY(Q), supp(u) CC §, d.h. es existiert ein offenes D C
mit suppu C D C D C Q. Dann ist u € H}(Q).

Proor. U.A. O

SATZ 3.11. Sei I # 0 ein offenes Interval und f € WHY(I). Dann existiert
eine Nullmenge N so, dass fir x,y € [ \ N

(6) ) — fla) = / f(2) da

gilt.
PROOF. Sei f € C°°(I) N W (I). Dann gilt

) Yy
fuly) = o) = [ i) dz / f'(2) dz

Da fi in L'(I) konvergiert, besitzt sie eine punktweis fast iiberall konver-
gente Teilfolge, also lim;_, fx,(2) = f(2) fiir fast alle z € I. O

SATZ 3.12. Sei I # 0 ein offenes Interval und f,g € L*(I) mit
y

o) — fla) = / g(z)dz firz,y € I\N,

fiir eine Nullmenge N. Dann ist f € WHY(I) und f' = g.

PROOF Sei ¢ € C°(I), und ¢,d € I so, dass supp? € [¢,d] und f(y) —
f(c) = [Yg(z) dz fiir fast alle y € I. Dann

Y

/dw’ dy—//w’ z) dz dy =/d/dw’ ) dyg(z
/dw
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O

SATz 3.13. Sei f € WHY(I). Dann ezistiert ein g € C(I) so, dass f = g fast
tiberall.

PROOF. Sei I = (a,b). Definiere h(y) := [¥ f/(z) dz. Die Funktion h ist
stetig auf I, denn f’ € Ll(I) Auﬁerdem ex1st1ert hmméa’b h(z), also h €
C(I). Seien z, z so, dass f(z) = [ f'(z) dz. Sei ¢ := f(z) — h(z) und
setze g(y) == h( ) + ¢. Nach Deﬁmtlon f(z) =g(z) fir fast alle x € I. O

BEMERKUNG 3.14. Die obige Integralgleichung impliziert nicht nur Stetigkeit
sondern auch Absolutstetigkeit. Genauer ist Absolutstetigkeit dequivalent zu
(6) (vgl. MajStheorie).

SaTz 3.15. Es sei 1 < p < oo und I = (a,b). Dann sind die Einbettun-
gen W™MP(I) — Whe(I ) = WEY(I) — C(I) stetig. Falls p > 1, ist die
Einbettung WHP(I) — C(I) kompakt.

ProOF. Es ist klar, dass die Einbettungen
WMP(I) — WH(I) — WD)

stetig sind. 3
Es bleibt zu Zeigen, dass W) — C(T) stetig ist. Sei f € WH(I). Nach
Satz 3.11 existiert eine Nullmenge N mit

y
:/f/(t)dt, x,y € I\ N.

Dann gilt

f(y)] =

Y
o)+ / 1< 1F@)]+ 1
Integration bzgl. x iiber I liefert
(b—a)lf () S/If(y)!dwé 1l + b= s v € I\N,

d.h (| fllpee ) < CHfHW1 1(p)- Da C=(I)nWhHH(I) dicht in Wh(I) ist, folgt
die Behauptung (Beachte: fiir f € C(I) gilt [Jull ooy = tfloo--
Nun sei p > 1. Dann gilt

7\ pHold / ;
1w - s@p < (1) €T @opptn [ < @ [ 1,

d.h.

1
f(@) = FW)l < (@ =)l flwerp, feWhH(D).

Also ist Byip(p)1(0) C C(I) gleichmiBig gleichgradig stetig. Die Behaup-

tung folgt nun aus dem Satz von Arzela—Ascoli. O
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4. Sobolev Riume II. — Einbettungsséitze
SATZ 4.1. Fiir 1 < p < oo ist der Raum C®(RY) dicht in W™P(RY).
PROOF. Seien ¢ > 0, f € W™P(RY) und ¢ € C®(R?) mit suppt) C

B(0,2) und ¥(x) = 1 fir x € B(0,1). Setze ¥;(x) := ¢ (x/j).
Beh. ;f — fin W™P(RY).
Die Produktregel (Satz 3.8) liefert
Bsa
D (;f = I < C 3 ID°(w; = )| - [Dapfl,
also
[10rwss = ppi<c [ YD, - op- perse
R4 Rd P
<D DR VR RV A
I=0Ra\B(0,j)

v’y [ D - e
P=2p(0.4)

—'S [P np ey
=R\ B(0,5)
< C// Z ‘Da—ﬁf‘p < Ep7
I=opa\ B(o,5)
falls j grofl genug ist.
Nun betrachten wir einen Mollifier (p,,). Dann hat p,, *1; f kompakten Trager
und ist glatt. Nach Satz 2.9 und 2.16 gilt Dy (pn * (¥ f)) = pn* Da(¢; f) —
Dy f fiir n — oo. Sei also erst j grofl und dann n geniigend gro8, so dass
L = (g Dllwmo ey < 11F =5 fllwmoay 115 f=pn (85 ) lwmamey < €.
O
SATZ 4.2. Sei 1 < p < oco. Dann gilt
WP(R) <> L®(R)
mit stetiger Einbettung, d.h. fir eine Konstante C),

Jullpoo ) < Collullprowy, Yu€ WHP(R).

PROOF. Sei p € CP(R) und 1 < p < co. Setze G(s) := |s|P~!s. Dann
gilt ¢ := G(p) € CHR) und ¢ = G' ()¢’ = p||P~1¢. Also erhalten wir
firzeR

T

G(p(z)) = /plcp(t)l”‘lcp’(t) dt.

—00



