KAPITEL 1

Einfiihrung in die Problematik

1. Physikalische Motivation

Betrachte einen Stab aus Metall mit gegebener Temperaturverteilung. Nun
wollen wir untersuchen wie die Warme geleitet wird.
Annahmen:

e Stab (isoliert) wird parametrisiert durch das Intervall [0, 1], u(t,z) =
Temperatur in z zum Zeitpunkt ¢.

Konstanten: p Dichte, ¢ spezifische Warme

f:10,1] — R Wérmequelle

Energie in Segment [z1, z2]: E(z2,x1,t) = cp(ra — x1)u(t, 1)
Wiérmeleitungsregel von Fourier: Sei Q(t,z) = die Wérme durch
Punkt x zum Zeitpunkt ¢

Q(tg,l‘) B Q(tbx) ~
o —t
e Energieerhaltung:

0
—Ky 8—u(t1, x) Ky Thermale Konduktivitit
T

cp(wy — m1)(ulty, v1) — u(ty, 21))
= (tg - tl)(xg - l‘l)f(l‘l) - Ko(tg - tl) (%u(tl, 1‘1) - %u(tl, .IQ)) .
Daraus folgt

u(ty, z1) —u(ty, 1) _ f(z1) L Ko Du(ty, v2) — Lulty, z1)
to — 11 cp cp To — X1

und damit

0 T 0?
(1) Eu(t,x) = fc(p) + ﬁwu(t,x),

wobei kK = f—; die thermische Diffusivitit (eine Konstante) ist.

Stationire Temperaturverteilung (Gleichgewicht, steady state):

0= Jult ) "5 0 = (@) + Av(a) = Do) = —(x).

2. Mathematische Problemstellung
Es sei Q C R? offen und beschrinkt.
Gegeben: Stetige Funktion f auf Q.
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Gesucht: Stetige Funktion u : Q@ — R, in © zweimal differenzierbar mit

(2) {Amwzzgﬁ%W@::fw Vz € Q

i

u(z) = 0(zx) Vo € 09.
Anwendung: Potential eines Ladungsfreies elektrisches Feldes.
u stationdre Temperaturverteilung
BEMERKUNG 2.1. A ist ein linearer Operator A(u + v) = Au+ Awv.

Idee: Definiere den Laplace-Operator in geeigneten Raumen und untersuche
Abbildungsvorschriften.
Sei zB. X := {h: h € C*(Q), g = 0} und Y := C(Q2) und betrachte
Axy : X —Y.
Typische Fragestellungen:
(a) Ist Axy injektiv (d.h. die Losung der Gleichung ist eindeutig, falls
sie existiert)
(b) Ist Axy surjektiv (d.h. es existiert eine Losung der Gleichung fiir
alle feY).
(c) Finde moglichst einen grofen Raum Y so dass Axy surjektiv ist
(d.h. die Gleichung ist fiir viele f losbar).
(d) Da X typischerweise nicht explizit gegeben ist, finde moglichst viele
Eigenschaften von X (d.h. Eigenschaften der Losung).

BEMERKUNG 2.2. (a) Der Laplace-Operator besitzt keine guten Eigen-

schaften in C(Q)). Suche nach geeigneten Raumen fihrt auf Sobolev-
Réume (reflexive Banachriume bzw. Hilbertriumen).
Idee (Lo-Theorie):
(a) Die Existenz einer schwachen Losung lisst sich im Hilbertraumfall

(La-Theorie) sehr einfach iiber Lax-Milgram zeigen.
(b) Regularitétstheorie liefert dann eine starke bzw. klassische Losung.

BEMERKUNG 2.3. Fine wichtige Rolle bei der Regularititstheorie spielt die
sogenannte Lokalisierung.

Idee (L,-Theorie):
(a) Betrachten zunéchst
A = A)u(z) = f(z), =eR<

(b) Benutze die sog. Fouriertransformation. Die zentrale Eigenschaft
dieser Abbildung ist, dass sie Differentialausdriicke in algebraische
umwandelt. Im Fall (A — A) erhélt man

A+ |EP)Fu = Ff.

Damit ist die formale Inverse von (A — A) durch v = F~}(\ +
€)Y F f gegeben.

Typische Fragestellungen:
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(a) Wie kann man dem formalen Ausdruck F~1(\ + [£]?)~LF als Ope-
rator: Y — X einen Sinn zu geben?

(b) Finde hinreichende Bedinungen, so dass F~1(\ + |£]|?)"1F ein be-
schrénkter Operator in L, ist.

BEMERKUNG 2.4. Auf diesem Weg werden wir auch erkennen, dass sich T =
F YN+ |€?)7LF auch als Integraloperator, d.h. Tf(z) = [k(z,y)f(y)dy,

darstellen lisst.

Im letzten Abschnitt betrachten wir die Warmeleitungsgleichung (1).
Idee:
(a) Betrachte u als Funktion t — u(t,-) € X, X ein Funktionenraum
(Sobolevraum)
(b) Sei A der Laplaceoperator und betrachte

u'(t) — Au(t) =0, t>0
u(0) = up.
Dies ist eine gewohnliche DGL im Banachraum!
(¢) Ana III: Losung ist e”tug
Typische Fragestellungen
(a) Verniiftige Definition fiir e*4 fiir groBe Klassen von (Differential-

Joperatoren.
(b) Suche Bedingungen an A, so dass et wohldefiniert ist

BEMERKUNG 2.5. Flir spezielle (in Physik und Ingenieurwissenschaften sehr
relevante) Klassen von Differentialoperatoren, sog. Divergenzoperatoren, ldsst
sich zeigen, dass etd wieder ein Integraloperator ist (z.B. Laplace auf belie-
bigen offenen Mengen).
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Sobolevraume

1. L, Riume (Erinnerung)
In diesem Abschnitt sei (M, 3, u) stets ein Mafiraum.
DEFINITION 1.1.
(@Sd1§p<mw%mﬂﬂb:(/vwmol
(b) Sei f: M — K messbar. Dann Ji\L/[eiﬁt f wesentlich beschrénkt, falls
ein o > 0 ezistiert mit u({x € X : |f(z)| > a}) = 0. Ferner heifit
[flloc :=nf{a = 0: p({z € X : [f(z)| > a} = 0)}

das wesentliche Supremum von f.
(c) Seil < p < oo. Definiere

LP = LP(M, %, 1, K) :={f: f: M — K messbar und || f|, < oo}.

/p

BEMERKUNG 1.2.
(a) || - ||p ist eine Halbnorm auf LP.
(b) Sei f € LP. Dann ist || f||, =0 genau dann wenn
feN:={f: [ messbar und f =0 p-fast iberall}.

(c) LP ist ein Vektorraum.
(d) N ist ein Unterraum von M, dem Vektorraum der messbaren Funk-
tionen (auch von LP), und

frg 2 o _gen

definiert eine Aquivalenzrelation
DEFINITION 1.3. Der Raum L ist definiert durch:
LM, p) = LM 5, 1, K) /N, I lleo 5= ([ flloes  VIfT € L%,
SATZ 1.4.

(a) 1f] < |flloo p-fast iiberall.

(b) || - |loo ist ein Norm.

(c) | fn — flloo = 0 = es emistiert ein A € ¥ mit u(A°) = 0 und
fn — [ gleichmdssig auf A.

(d) (L*(M,p), || - |lco) ist ein Banachraum.

3
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DEFINITION 1.5. Sei 1 <p < o0
LP(M,p) == (M, Z, 1, K) /N, USfllp o= (I fllp, VIf] € LP.
SATZ 1.6 (Holdersche Ungleichung). Es seil < p,q < oo mit1/p+1/qg=1

(interpretiere 1 /0o = 0). Desweiteren seien f € LP(M, p) und g € LY(M, ).
Dann ist f -g € LY(M, p) und

1fglle <[ f1lp - llgllq-

Proor. Die Fille p = 1,00 sind trivial. Seien a,b € Ry und f,g # 0.
Dann gilt
ab < %p + % (Youngsche Ungleichung).

(Der Beweis dieser Ungleichung ist elementar.) Natiirlich ist fg messbar. Sei-
en G := g/||gllq und F := f/||f|l,- Anwendung der Youngsche Ungleichung
in jedem Punkt z € M ergibt nach Integration

[ireoane < [ LV gy 4 [IOO0 g0 L1y
M I i

und die Behauptung folgt. O

SATz 1.7 (Minkowskische Ungleichung). Seil < p < oo und f,g € LP(M, u).
Dann gilt

1+ glly < [1fllp + [lgllp-
SaTz 1.8 (Riesz—Fischer). Sei 1 < p < oo. Dann ist LP(M, i) vollstindig.

SATZ 1.9. Nehmen wir an, dass f, € LP(M,u) gegen f € LP(M, ) konver-
giert, dann existiert eine Teilfolge f,, , so dass fn, (x) p-fast iberall konver-
giert.

SATZ 1.10 (Dualitdt). Sei 1l <p < oo, und (M, X, i) o-endlicher Mafsraum.
Sei 1/p+1/qg =1 (30 genannte konjugierte Exponente). Dann definiert
L9(M, ) — LP(M, )

0f —/f gdu,  ge Li(M,p), f € IP(M, ).,

einen isometmschen Isomorphismus.

ProOOF. J ist wohldefiniert nach der Holderschen Ungleichung. Natiirlich
ist J linear. J ist isometrisch, denn sei g € L9(M, ) und setze

g el N\
Fo= )™

71\” Jglf
I, = [ (— i =
v= ) \Gal) Tl
M

und [, fgdp = ||g|lq- Es bleibt die Surjektivitit von J zu zeigen.

Dann
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1. Fall u(M) < o0: Sei ¢ € LP(M, p1)'. Betrachte v : ¥ — K, v(A) := ¢(xa)
(xa € LP(M, p)). v ist ein signiertes (komplexes) Mafi. Ferner ist v absolut
stetig beziiglich p, denn A € ¥ und p(A) = 0 impliziert x4 = 0 p-fast
itberall, d.h. x4 = 0in LP(M, p), also v(A) = ¢(xa) = 0. Satz von Radony—
Nikodym ergibt g € L'(M, ) mit

v(A) = /gdu: /XAgd,u VAeX.
A M
Also wegen Linearitét

(3) o(f) = /fg dp  V Treppenfunktionen f.
M

Ferner |o(f)| < C'||f|loo- Die Treppenfunktionen sind dicht in L>°(M, i) also
gilt (3) fiir f € L>°(M, ). Wir zeigen nun g € LI(M, ). Sei erst ¢ < oo.
Setze

lg ()| 0
(4) f(@) ::{ s 907

0 sonst.

f ist messbar und |g|? = fg = |f|P. Fiir n € Nsei A, :={z € M :|f(z)| <
n}. Dann ist x4, f € L>®(M, 1) und

/ 1917 du = / S dn = o0, f) < llella, £l =
An M

= el ([ 17 au) ™ = ot [ 191 )™
An A,

= 9" < llel* VneN.
An

Satz von Beppo Levi(monotone Konvergenz) gibt g € LY(M, ).

Jetzt betrachten wir der Fall ¢ = co. Dann |g| < [|¢||, dennsei A := {z € X :
lg(@)| > lloll}. Setze f := xalgl/g, f € L>(M, p). Nehmen wir pu(A) > 0
an.

u(A)lell < / gl dp = /fg dp = o(f) < el - [1f 1l
A M

und nach Annahme = p(A) < ||f|j1, Widerspruch mit p(A) = || f|l1. Also
g € L= (M, p).

Die Treppenfunktionen sind dicht in LP(M, 1) also ¢ = Jg.

2. Fall, p(M) = oo: Es sei M = ;2| M,, mit p(M,) < oo, und M,
paarweise disjunkt. Sei ¢ € LP(M,u)". Setze ¢, (f) = o(xum, f), fir f €
LP(M,y,, pin), wobei p,(A) := u(M, N A). Dann |¢,| < ||¢||, insbesondere
on € LP(M,, py)'. Verwende jetzt den ersten Fall um g,, € LY(M,, ) zu
bekommen. Setze g := > | g, (in jedem Punkt nur ein Summand, g,, wird
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durch 0 fortgesetzt auf MS). Es ist g € LY(M, ) und ¢ = Jg zu zeigen. Sei
Ay = Uj—; Mj und f wie in (4)

/Ig\qdu Z/fgdu Z/XMfggd# ZSDXMf

3=1pr; 7=,

= so(z X, f) < Z el lxaz, £lp

j=1 j=1
- 1/p 1/p
el (3 [ b ) =l ([ lotr )™
I=1ar An

Daraus folgt fAn lg|?dp < |||, und nach Beppo Levi Theorem g € LY(M, ).
Es gilt:

PU) = ¢ lim xa,f) = im ola,f) =t [ fo

An
. Lebesgue
= lim [ xa,f9g = /fg-
n—oo

M
U

SaTz 1.11 (LP Interpolation Ungleichung). Seien pg,p1 € [1,00], 6 € (0,1)

und pie = 1;—09—1-]%. Sind f € LPO(M, u)NLPY(M, i), dann ist f € LPo(M, u)

und es gilt
-0 0
£ llpe < Wf 1o A1, -

PROOF. Setzeg = | f|*=9Po und h := |f|9p9 Dann ist gh = | f|(1=0)pe+0pe —
|f|P?, ferner g € LU-970 e (M, p) und h € L9P6 (M, ) und

— _ - 0
1Fllzg = llghlls < llgll ;2o - [IRll 2 = 15~ - 1Fl7ee,

mit der Verwendung der Hélderschen Ungleichung.

O

SaTz 1.12 (Verallgemeinerte Holder-Ungleichung). Sein € N und 1 < p; <

oo, fi € LPt firi=1,...,m. Sei ferner 1 < p < 0o so, dass % = Z?:lp%_.
Dann gilt

[Trierr wnd |[Ts]| <TTI%l-
=1 =1 =1

Proor. UA. O
DEFINITION UND SATZ 1.13. (a) L'NL>®(M, p) := LY (M, p)NL>® (M, p1)
versehen mit der Norm || f|linco = ||fll1 + || flloc ist ein Banach-

raum.
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(b) Definiere
LY 4+ L (M, p) == {f : M — K mb. : 3g € L*(M, 1), h € L>°(M, p)
mit f =g+ h}.
Die Abbildung
1 llsoe = if{[hlly + lglloo : £ =g+h:h e LL(M,p), g € L¥(M, )},
ist eine Norm, mit der L' + L>® ein Banachraum ist.
SATz 1.14. Sei 1 < p < oo. Dann gilt Ly(M, ) € L1 + Loo(M, ).

PROOF. Der Fall p = oo ist trivial. Sei f € LP(M, u). Setze A := {x €
M : |f(x)] > 1} und h := xaf, g := xan\af. Dann g € L(M, ;1) und
h € LY(M, i), denn

[mau= [1nau< [1rans 1P an
M A A M

THEOREM 1.15 (Riesz-Thorin Konvexitétstheorem). Sei T' : L1 + Loo —
Ly + Lo linear, ferner seien po,p1,7r0,71 € [1,00] mit pg < p1 und ro < 71.
Sei o € (0,1) und setze

O

1 1—
_.__a_|_

a 1 . 1o o
Pa Po p1 und Ta T TO + ry’

Dann gilt

—Q

170 2z ey < IT1 S om0 2o IT IS 1 -
Zur Beweis bendtigen wir folgenden Satz und folgendes Lemma.

SATz 1.16 (Hadamard, 3-Linien Satz). Seia < b und f : {z € C:a <
Re z < b} — C analytisch und beschrinkt. Weiter sei

M, =sup|f(a+it)], und My =sup|f(b+it)|.
teR teR

Dann gilt:

b

|flz+iy)| < My M), x+iye{zeC:a<Rez<b}.

z+iy—>b a—(z+1iy)

PROOF. Wir betrachten f.(z+iy) = ec@+i¥)* f(z+iy) M, *° M, "¢

fiir e > 0. Dann gilt [fo(a + iy)| < e und |f-(b + iy)| < " (Beachte:
|a®| =1 fiir @ > 0, y € R). AuBlerdem gilt

lim sup |f:(x+iy)| =0.

Y7L g<a<d

Mit dem Maximumprinzip fiir analytische Funktionen und ein hinreichend
groBes Rechteck folgt |f-(z)] < max{e?® e¥"}. Aus ¢ — 0T folgt die Be-
hauptung. O
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LEMMA 1.17. Seipg < p < p1 und f = Y ajajxg, eine Treppenfunktion
mit a; € C, |aj| =1, aj > 0 und {E;} paarweise, disjunkte, mb. Mengen
mit (jeweils) endlichem Maf. Weiter sei || f||, =1 und

P
fZ = ZO[J'CL;ZXE‘].7
wobei p,
1 _ 1—2 z

Pz Po Y41

gentigt. Dann gilt:
HfZHLpRez :]., OSRGZSl

Proor. Es gilt

/|fz(fff)\pR“du UL > lajPu(Ey).
O

BEWEIS V. THEOREM 1.15. Sei p = p, mit 0 < a < 1 und betrachte
Treppenfunktion f und f' auf M, welche || f|l, = ||f'||,; = 1 erfiillen. Sei
f» und f, wie in Satz 1.16, wobei f, mit pp und p; und f, mit ro und r;
konstruiert werden. Nach Voraussetzung ist

D(2) = / @) T () dp(z)
M

analytisch in z. Mit Lemma 1.17 folgt nun:
2 + i)l < I f2ly Ml fallp < Mj, j=0,1, yeR
d.h.

sup [®(j +iy)| < M;, j=0,1
yeR

Damit folgt mit dem 3-Linien Satz, dass
| [ < ageagy

Da Treppenfunktionen dicht in LP" sind, erhalten wir ||Tf||, < M}~ *M{.
Die Behauptung folgt nun, da Treppenfunktionen auch in L? dicht sind. [

2. L, Raume II

Im Folgenden sei p stets das Lebesgue-Mafl und ¥ die o-Algebra der Lebes-
gue-messbaren Mengen.

Sarz 2.1 (Faltung, Youngsche Ungleichung). Sei f € LY(R%), g € LP(RY),
1 <p<oo. Dann gilt
(a) Fiir fast alle v € R? ist y — f(z —y)g(y) € L' (R?)
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= /f(x —y)g(y) d
Rd

so0ist [+ g € LP(RY) und es gilt
1= gllp < 11l llgllp 1<p<oo
PROOF. Sei p = 1. Dann gilt:

//\fﬂc— |dyda:T°“e“1/\ |/\fx— )| dzdy < |11 lll:.

Rd R4

(b) Setzt man

Fiir p = oo liefert die Holder—Unglelchung

|/f 2~ )g(w) dy| < 11 llglloor

insbesondere existiert [ f(z —y)g(y) dy fiir alle z € R%
d

R
Betrachte nun die Abbildung Tyg := f * g. Dann folgt aus dem Riesz—
Thorin Konvexitéitstheorem dass Ty € ZL(LP, LP) wnd || T¢|| 2 (re, 10y < £
fiir 1 < p < o0, d.h. (b) gilt. Ferner erhalten wir mit Beppo-Levi
P

\fﬂff— M) dy | dz

p
~ tm [ /\fﬂc— Mxsens@) dy | do

r—00

< lim Hf”lHXB(O,r)ng < [l fllllgllp,

d.h.
P

/ F@—ylgwldy| <oo, fa. o e R

BEISPIEL 2.2.
(a) Betrachte

(1—Au(z) = f(z), zeR

Dann existiert fir jedes f € LP eine eindeutige Losung u. Deswei-
teren besitzt u die Darstellung

u(z) = (k* f)(z), =eR%

mit einem Kern k € L.
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(b) Betrachte
owu(t,z) — Au(t,z) =0, t>0, zeR?
u(0,z) = up(z), =R

Dann existiert fir jedes ug € LP eine eindeutige Losung u. Deswei-
teren besitzt u die Darstellung

u(t,z) = (k; xuo)(z), t>0, zeRY,
mit ky € L' firt > 0.

KOROLLAR 2.3. Sei f € LY(RY), dann definiert die Abbildung Tf := f x g
einen stetigen linearen Operator auf LP(RY) mit ||T|| < || f]l1.

SATZ 2.4. Sei f € C.(R%), g € Li, (R%). Dann f+ g € C(RY).

PrOOF. Wegen |(f = g)(z)] < || fllillglle existiert (f * g)(z) = [ f(z —
y)g(y) dy fiir alle z € R Sei x,, — . Setze F,(y) = f(zn — y)g(y) und
F(y) = f(x—y)g(y), dann F,(y) — F(y) fiir fast alle y € R?. Anderseits, sei
K kompakt so, dass x,, — supp f C K fiir alle n € N. Dann x,, —y & supp f

falls y ¢ K, d.h. f(zn,—y) = 0fiiry ¢ K, und so |Fy(y)| < || flleoxx ()]9(y)]
integrierbare Majorante. Nach Lebesgueschen Satz folgt [ F,, dy — [ F dy.

O
DEFINITION 2.5. Sei Q C R?, f: Q — C messbar und setze

Of = {x € Q: 3V C Q offene Umgebung von x

mit f(x) =0 fir f.a. © € V}
Dann heifst supp f := Q\ O der Tréger von f.

SATZ 2.6. Sei f € C.(RY), g € LI (R?). Dann gilt

loc

(5) supp(f * g) C supp f +suppyg
Proor. Wegen |(f * g)(z)] < [[flhllgllee existiert (f * g)(x) = [ f(=
y)g(y) dy fiir alle = € R, Also
(f*g)(x /f T—y = / flxz—y)g(y) dy.

(z—supp f)Nsupp g
Falls z ¢ supp f+supp g, gilt (x—supp f)Nsuppg = @ und (f*g)(z) =0. O
BEMERKUNG 2.7. Im Satz 2.6 gilt supp f + suppg = supp f + suppg.

BEMERKUNG 2.8. Die obige Aussage (5) gilt auch fir f € L'(RY), g €
LP(RY), 1 < p < oo0.

SATz 2.9. Seien f € CF(R?), g € LlOC(Rd) Dann ist f x g € C*(RY), und
D*(fxg) = D*fxg. Insbesondere f € C°, g € LI (RY) = fxg € C®(R?).

loc
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PROOF. Wie immer (f * g)(z) existiert fiir alle 2. Sei ¢; € R? ein Stan-
dardbasisvektor, h € R, |h| < 1. Setze K := supp f + B(0,1), dies ist auch
kompakt. Dann

KU =)+ heg) — ( #)2)
= [ 407+ hes = 9)0) ~ = oty dy =

Rd

— [ HG o+ hes = w)gla) = £ = 9)(w) d,
K-z
wobei der Integrand gegen D; f(x —y)g(y) fiir alle y konvergiert. Auerdem
gilt
|5 (f (@ +hej —y)g(y) = fl@ = y)gW)| <IID; fllclg(y)].
Nach dem Satz von Lebesgue bekommen wir D;(f * g)(z) = ((D; f) * g)(z),
und so die Behauptung. O

DEFINITION 2.10. Eine Folge (py)n>1 von Funktionen mit den Eigenschaften

(a) pn € C=(RY) (¢) supp p, € B(0,1/n)

() pn =0 (d) Jgapn =1
heiffit Mollifier.
BEISPIEL 2.11. Betrachte p € C°(R?), supp(p) € B(0,1), p >0, [p=1,
und definiere py(x) = 1/np(nz).
LEMMA 2.12. Sei f € C(RY) und (pp)n>1 ein Mollifier. Dann konvergiert
pn * f — f gleichmiflig auf kompakten Teilmengen von RY.

PROOF. Sei K C R? kompakt. Dann existiert fiir alle € > 0 ein § > 0
mit |f(x —y) — f(x)| <e fir v € K und |y| < 6. Also

(o * 1) (&) — f(2)i = / (F(x — ) — £(2))paly) dy

Rd

= [ U=~ 1@ .
B(0,1/n)
so fiir n > 1/8 gilt |(pn * f)(z) — f(z)] < e [pp =€ fir z € K. O
LeEMMA 2.13 (Urysohn, C™-Version). Sei ) # Q C R? offen, K C Q, K
kompakt. Dann existiert ein ¢ € C°(2) mit 0 < ¢ < 1 und p(z) =1 fir
ze K.

PROOF. Sei 0 < 1/n < e < e+ 1/n < dist(K,Q°). Setze U, := {y €
Q: dist(y, K) < e} € Q und v = xp.. Dann gilt ¢ := p, xu € C®(R?)
und suppy C B(0,1/n) + U. C Q, also suppy C Q ist kompakt. Sei z €
K, dann 9(a) = Ji ey e~ 0)pn() dy = [l 10 oa(y) dy = 1. Former
lelloo < llpnlli - lulloc = 1. Da ¢ > 0 folgt auch 0 < ¢ < 1. O
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BEMERKUNG 2.14. Sei ) # Q C R? offen und K C Q kompakt. Dann
existiert V.C R? offen mit V. kompakt und
KcVcVco.

PROOF. Sei ¢ € C°(Q2) wie in Lemma 2.13 und setze

Vi={z e Qo) > %}

SATZ 2.15. Sei 1 < p < co. Dann ist C°(R?) dicht in LP(R?).

PRrROOF. Sei f € LP(RY).
Beh.:Ve > 04 Treppenfunktion 7" = Zf\i L QX A, mit A; C R? beschrinkt
und |7 = fl, <e.
MafBtheorie.
Beh.:Ve > 03u € C(RY):||lu — xa,llp < e
Wihle eine offene Menge O und eine kompakte Menge K mit K C A; C O
und |O \ K| < ¢ (Existenz: Mafitheorie). Dann existiert nach Lemma 2.13
ein p € C°(0) mit p =1 auf K. Es gilt:

/\XAZ- — P = / Ixa, — P < 2P|O\ K| < 2Pe.
o O\K

SATZ 2.16. Sei (pn)n>1 ein Mollifier.
(a) Seil <p< oo und f € LP(RY). Dann ||pn * f — fll, — 0.
(b) Sei f € BUC(RY). Dann ||pn * f — flloo — 0

PROOF. (a) Nach Satz 2.15 existiert fiir ¢ > 0 ein g € C.(R?) mit
lf — gll <e. Satz 2.6 liefert

supp(pn * g) € B(0,1/n) 4+ suppg C K, wobei K compact.

Da nach Lemma 2.12 p, * g gleichméssig auf K gegen g konvergiert, existiert
ein ng € N mit

lon % g — gl =/\pn*g—g|f’ < |K|.
K

Daraus folgt mit der Youngschen Ungleichung
lon = Fllp < llon+ (F = 9l + llon ¥ 9 = gllp + llg = fllp

1
<|f =glp+llen*g—=9glp+llg = Flp < e+elK[r +e.
(b) Wiederhole den Beweis von Lemma 2.12. O

KOROLLAR 2.17. Sei ) # Q C R? offen und 1 < p < oo. Dann ist C2°(Q)
dicht in LP(2).
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PROOF. Setze ), := {z € Q : dist(z,Q°) > 1} und

_ f@) , zey
fn(z) = 0 , sonst

Dann gilt nach dem Satz von Lebesgue lim, .o || fn — fllzr(0) = 0, d.h fiir
€ > 0 existiert ein ng mit || f, — fllr) < e

Setze g := pm * fn, Wobei py,, ein Mollifer ist. Dann existiert nach Satz 2.16
ein mo > no mit [|gm — fuollp(re < €, M > mg. Desweiteren gilt

SUPD G = SUPD P, + SUPD fry, C 2, m > my.

Damit erhalten wir

lgm = fller@) < l9m = frollLr@) + 1 fno — fllr) < 28, m > mo.
O

SATZ 2.18 (Zerlegung der Eins). Sei Q C R? offen. Seien ferner
K, CcQ;, CQ CQ, ieN,
mit K;, Q; kompakt und
Uai=2,

€N

so, dass fiir alle x € Q) existiert eine Umgebung U(x), die nur endlich viele
Q; trifft (diese Uberdeckung heifit lokal endlich). Nehmen wir ferner an,
dass K; N K; =0, falls 1 # j.
Dann existieren ¢; € C°(2), i € N mit

(a) p; >0

(b) > ienpilx) =1, falls x € Q

(c) 0 < ZieN‘Pi <L
AufSerdem gilt p;(x) =1 fir x € Kj.

PRrROOF. 1. Schritt: Nehmen wir an dass wir die folgende Situation haben
K;CV;CV;CU; €9

wobei V; kompakt, U; N K; = 0 falls i # j und V},U; sind lokal endliche
Uberdeckungen von €. Wihle g0;- nach Lemma 2.13 zu U; und Vj. Dann gilt
o(x) == > ey wi(x) > 0, wobei lokal in © nur endlich viele Summanden von
0 verschieden sind. Setze Setze ¢;(z) = ¢ (x)/¢(x). Nach Konstruktion
haben die ¢; die gewiinschte Eigenschaften.

2. Schritt, Disjunktisierung von Q; und K;: U; := €5\ Ui#j K. Natiirlich
gilt K; C U; C ;. Wir behaupten, dass U; offen ist. Sei x € U; und
U(x) C Q; eine Umgebung von z so, dass J := {i : Q; NU(z) # 0} endlich
ist. Fiir j # k € J existiert eine Umgebung Wy (z) € U(x) von x mit
Wi(z) N Ky, = 0. Setze W(x) := NgegWi(z), die ist eine Umgebung von x
mit W(z) C U; und W(z) N K; = 0 fiir alle i € N, i # j, also U; ist offen.
Sei jetzt x € , liegt dann x € ); fiir ein j, dann entweder liegt es in U;
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oder in K; fiir ein i # j. Die Uberdeckung U; is lokal endlich da €2; lokal
endlich ist.

3. Schritt, Konstruktion von Vj: Sei Vi := U;. Angenommen Vj, j < n
konstruiert ist mit der Figenschaft

n—1 o9
UvuvlJu =9,
j=1 j=n

sei F), eine abgeschlossene Umgebung von 9U,, die erfiillt

n—1 o)
ou, cF, c|Jv,u | U;
j=1 j=n+1
Solche eine Umgebung existiert nach Bemerkung 2.14. Falls U,, # 0, kénnen
wir eine kleinere Umgebung 0U,, C F), C F,, finden damit U, \ F} nichtleer
wird. Setze V,, := U, \ F},. Dann

n o
U, CVauFE, CclJviu | U
j=1 j=n+1

Also Vj ist eine offene Uberdeckung, die natiirlich lokal endlich bleibt. [
SATZ 2.19 (Zerlegung der Eins). Sei K C R? kompakt und K C \JI_, Q,
mit Q; C R offen. Dann existiert ¢; € C°(;) mit

(a) vi >0

(b) >0 pi(x) =1, fallsx € K

() 0= ¢ <1

PRrOOF. Wihle V mit V kompakt und
KcvcvelJo
i=1
nach Bemerkung 2.14. Setze U;; = V N (); und verwende Satz 2.18 O

BEMERKUNG 2.20. Das System (;)ien heifit der Uberdeckung untergeord-
nete Zerlegung der Eins zu K.

3. Sobolev Raume 1.
In diesem Abschnitt es sei ) # Q C R? offen und beschriinkt.

DEFINITION 3.1 (Distributionelle Ableitung). Sei f,g € L} .(Q). Falls die
Identitdt

/fDago = (—1)lo /ggp fir alle p € C°(Q)

Q Q

gilt, heifit g die distributionelle Ableitung von f, und wir schreiben D f = g,
@ =g oder f = 0%.

BEMERKUNG 3.2.
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(a) Die distributionelle Ableitung ist eindeutig, insbesondere ist die obi-
ge Definition sinnvoll, denn

/(f —g)p =0 firallepecCX() = [f—g=0 fast iberall.
Q

(b) Falls f € C™(Q2). Dann fir jede |a| < m ist D*f die klassische
partielle Ableitung von f.

DEFINITION 3.3. Seim € N und 1 < p < oo. Definiere
W™P(Q) .= {f € LP(Q): Y|la| <m ID*f € LP(Q)}
I Fllwmey = > IDFllzr):

|a|<m
SaTz 3.4. W™P(Q) ist ein Banachraum.
Proor. Klar: normierter Vektorraum. Um die Vollstdndigkeit zu zeigen,
nehme (f,) € W™P(Q) eine Cauchyfolge, d.h. die Folgen (D f,) C LP(f2)

sind alle Cauchyfolgen. Daher konvergieren die auch, bezeichne die Grenz-
werten mit f,. Wir zeigen nun D*f = f,:

[ tap = [ Dup = (=10 [ 1.D% ~ (-1l [ 1o
Q Q Q Q

Die Behauptung folgt. O

SATZ 3.5. Seil < p < co. Dann ist W™P(Q) separabel und reflexiv. W™(Q)
1st separabel.

PROOF. Definiere die stetige Abbildung

J:W™P(Q) — LP(Q) x --- x LP(Q) =: X,

M

wobei M = die Anzahl der Multiindizes o mit || < m ist, durch (Jf)(x) :=
(D% f)|a|<m- Dann ist J stetig invertierbar, bildet also auf einen angeschlos-
senen Unterraum von X ab. Falls 1 < p < oo ist, ist X separabel, ist
zusétzlich p > 1, folgt die Reflexivitdt von X. Nun verwende Satz 77 und
Satz 77, um die Behauptung zu erhalten. O

LEMMA 3.6 (Lokale Approximation). Sei 1 < p < oo, f € W™P(Q) und
D C Q offen mit D C . Betrachte § = dist(D,9Q) > 0 und den Mollifier
Ne, € < 0. Setze fo :=n.* (xaf). Dann f- — f in W™P(D).
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1)el / Dpu(a — ) f(y) dy " / ool — y)D*f(y) d

Q
= (D%f)c(x), =xe€D.

Also f. € W™P(D) und nach Satz 2.16 D*f. = (D“f). — D“f. O
SATZ 3.7. Fiir 1 <p < oo ist WHP(Q) N C>®(Q) dicht in WHP(Q).

PROOF. Betrachte eine lokal finite Uberdeckung € von Q, Q, C Q
kompakt (siehe Satz 2.18). Sei ¢y, Zerlegung der Eins, ¢ > 0 und ¢, > 0
spater noch zu bestimmen. Fiir ¢ > 0 existiert nach Lemma 3.6 f,. €
WP (Q) mit || f — frell < ce. Setze

for=> orfr, also fo— = op(fuc— 1)
keN keN

(lokal niir endlich viele Summanden). Die Produktregel gilt, denn fiir ¢ €
()

/ oS Dyt = / (Di(o4t) — Digpth) f = — / (exDf + 0 f Digy).

Q Q Q
Daher ist ¢ f € WHP(Q),
Di(erf) = Digr - [+ orDif.
Ferner gilt induktiv auch ¢i f € W™P(Q), und fir || <m
« _
DY(pef) =) < )Da Por-DIF.
[B<a ﬁ
Wir erhalten

D*f.—D*f =Y (g) > D Pp(D’ fc — Df).

BLla keN

1D fo = D*fllze(@) < C ) llekllomy P’ fre = D’ fllLr (@)
keN

< Ce) cklgrllommy < e
keN

falls ¢, < 27k(”90k”cm(ﬁ) +1)7t/C. O

SATz 3.8 (Produktregel). Sei 1 < p < oo, 110 % =1 und f € W™P(Q),
g € W™4(Q). Dann fg € W™ Q) und D;(fg) = Dif - g+ fD;g.
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PROOF. Sei p < co. Nehme f, € W™P(Q) N C*®(Q) mit fr — f. Wir
haben gesehen D;(frg) = Difr - g + frDig.

/Diso'fgz lim /DiSO’fkg: — lim /soDi(fkg)
k—oo k—oo
Q Q Q

——tin [ @(Difi-g+ fiDig) = — [ @Dif -9+ S Dig).
Q Q
Der Rest folgt mit Induktion. O

Sarz 3.9 (Kettenregel). Seien ,Q C R? offen, und @ : Q' — Q ein C!-
Diffeomorphismus mit beschrinkten Ableitungen D®, D®~ 1. Seil < p < oo.
Dann gilt fiir f € WP(Q):

(a) fod® e WhHr(QY).
(b) d(fo®) =0dfod - 0b.
Proor. UA. O

LEMMA 3.10. Sei Q C R™ offen.

(a) Djf* =10D;f, Dif~ = —1y<oD;f fuer f € H'()
(b) [ Ifl fF f- - HY(Q) — HY(Q) stetig.

(c) D(Q)4 dicht in H(Q),.

(d) uwe HY(Q), supp(u) CC Q — — > u € HIQ).

SATZ 3.11. Sei I # ) ein offenes Interval und f € WHY(I). Dann existiert
eine Nullmenge N so, dass fir x,y € I \ N

(6) ) — (@) = / f'(2) da

gilt.
PROOF. Sei fr € C°(I) N WHL(I). Dann gilt

Fely) — filx) = / fi(z) dz — / £ de.

Da fi in L'(I) konvergiert, besitzt sie eine punktweis fast iiberall konver-
gente Teilfolge, also lim;_, fi,(2) = f(2) fur fast alle z € I. O

SATZ 3.12. Sei I # () ein offenes Interval und f,g € L*(I) mit

Y

)~ fla) = / g(z)dz firz,y € T\ N,

xT

fiir eine Nullmenge N. Dann ist f € WHY(I) und f' = g.



