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9. Ubung
Gruppeniibungen

(G 1)

Es seien X, Y Banachrdume, u € C([a,b]; X) und B € L(X,Y). Folgern Sie aus B ff u(t) dt =
f: Bu(t) dt die folgenden Aussagen.

(a) <x’, f;u(t) dt> = fab<a:’,u(t)> dt fiir jedes 2’ € X'.

(b) Die Abbildung C([a,b]; X) > u + fabu(t) dt € X ist linear.
(c) Ist (A, D(A)) ein abgeschlossener Operator in X und u € C([a, b]; D(A)), so gilt

A/abu(t) dt = /ab Au(t) dt.

(G 2)
Es sei X ein Banachraum und A € £(X). Zeigen Sie, dass durch
— " A"
— otA
Tt) == —— 120,
n=0

eine normstetige Halbgruppe auf X mit ||7'(2)| zx) < ellecot gegeben ist.

(G 3)
Zeigen Sie, dass die folgenden Abbildungen Cy-Halbgruppen auf den jeweiligen Banachrium-
en sind.

(a) X = BUC(R) := {u: R — R | u beschriankt und gleichméBig stetig} und
T:]0,00) — BUC(R) mit (T(t)f)(s):= f(s+t) (Linkstranslations-Halbgruppe).

(b) X = LP((0,1)) fir 1 <p <oound T :[0,00) — X mit

f(s+1), falls 0 < s <1—t

0 sonst (Linkstranslations-Halbgruppe).

(T()f)(s) = {

Bemerkung: Man beachte, dass T'(t)f = 0 fiir alle t > 1 und alle f € X gilt. Eine
solche Halbgruppe nennt man nilpotent.

(c) X = L*(R?) und T : [0,00) — L?(R%) mit 7'(0) = I und

_le—y|?

(T(t)f)(x) := Gpxf(z) = W /Rd e 2 f(y)dy, t>0, (GauB-Halbgruppe).




