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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Neumann—-Randbedingung)

Sei ) # Q C R? offen, beschrénkt mit C'-Rand.
Seien a;; € CH(Q), 1 <4,j < dmit a;; = aj; und ag € C(Q), ag(z) > 0 fiir jede z € Q.
Wir setzen die Elliptizitatsbedingung voraus:

n

Z (IZJ(:L')£7,£J > Oé|£|2, Vo € Qv Vf € Rda

i,j=1

fiir ein « > 0. Das Ziel ist das das folgende Problem, das so genannte Neumann—
Problem, zu 16sen

d
_ Z 0; (aijaju) + agu = f in
W=t ; (NP)
—Zl/i (Z aij8ju) =g auf 0f).
=1

i=1

(a) Erfiillt die Funktion u € C%(Q2) N C1(Q) (NP), so heifit u klassische Lisung von
(NP). Eine Funktion u € H'(2) heifit schwache Lisung von (NP), falls

a(so,U)Z/Zaiﬂjw&-wr/aosou:—/ g d0+/90f, p € H'(Q).
Qs Q o0 Q

)

Zeigen Sie, dass jede klassische Losung auch eine schwache Loésung ist, und um-
gekehrt ist eine schwache Losung u € C2(Q2) N C(Q) immer auch eine klassische
Losung.
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(b)

(d)

Wir betrachten nun die homogene Randbedingung, d.h. g = 0. Beweisen Sie, dass
eine eindeutige, schwache Losung u € H'(Q) zu (NP) existiert, falls ag(x) > ag >
0. Ferner gibt es eine von f unabhingige Konstante C', so dass die Lésung u die
Abschitzung [|u| g1 ) < C|fllr2() erfiillt.

Hinweis: Eine schwache Loésung existiert auch, falls a;; € L*(Q) und ag €
L>(Q).

Sei jetzt a9 = 0, ¢ = 0 und fo = 0 (und Q zusammenhéngend). Setze
M = {u € H(Q) : [yu = 0}. Zeigen Sie die Existenz und Eindeutigkeit
von schwachen Losungen von (NP) in M. Diese Losungen sind bis auf Addi-
tion einer Konstante eindeutig in H'(Q) bestimmt. Zeigen Sie auch, dass eine
schwache Losung in H'(Q) nur existieren kann, falls [, f = 0 gilt.

Angenommen, dass es iiberhaupt ein ug € BC%(Q) N C1(Q) gibt, das die Rand-
bedingung in (NP) erfiillt, zeigen Sie, dass (NP) eine eindeutige schwache Losung
besitzt, falls die in (b) an die Koeffizienten gestellte Bedingungen erfiillt sind.

Hinweis: Die folgende Aussagen sind bekannt und konnen ohne Beweis verwendet
werden.

(a)

(b)

()

(d)

(AuRere Normale) Es existiert eine stetige Funktion v : 9Q — R?, so dass fiir
jedes x € 0Q der Vektor v(z) = (v1(z),...,vq(x)) der dukere Normalenvektor
von 0F2 in Punkt x ist. Ferner gilt |v(z)| = 1.

(Randintegral) Fiir ein f: 9Q — R ist das Randintegral von f definiert durch
f do,
o0

wobei o das Oberfliche-Maf bezeichnet.
(Gaufk—Ostrogradsky-Theorem) Sei v € C'(Q). Dann gilt

ou
o Ox;

dx:/ uy; do firi=1,...,d.
0N

(Poincaré-Ungleichung) Es gilt:

[ullz2@) < CalVulL2@), we M.

Losung:

(a)

Sei u € C%(Q)NCY(Q) eine klassische Losung von (NP). Dann folgt mit partieller
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Integration (vgl. Hinweis (c))

/gof— 2/908 awﬁu /gpaou

)= 1Q

d
Z /agpawﬁu— Z /gpl/lawauda—l—/gpaou
J=1 =150

d
Z/ ,gpamau—k/cpgda—i-/cpaou, © € HY(Q).
=1 o0 Q

d.h. u ist ein schwache Losung. Sei nun umgekehrt u € C%(Q) N CH(Q) eine
schwache Losung von (NP). Dann gilt fiir ¢ € C°(Q) (Beachte: die Randterme
fallen weg!):

S [ 0 a0 / pavu=ale.n) = [ of,

i,j= 1Q O

d.h. die erste Gleichung in (NP) ist fast iiberall erfiillt (im L2-Sinne). Ist f
zuséatzlich stetig, so folgt, dass die erste Gleichung in (NP) tiberall erfiillt ist. Fiir
¢ € H'(Q) erhalten wir nun:

d
Z /SD(Q + V,-a,-j(‘)ju) do.
LI=150
Da H'(Q)|sq dicht in L?(€) ist (ohne Beweis) folgt die Behauptung wie oben.
(b) Mit der Elliptizitatsbedingung folgt:

a(u,u) > a/\Vu]z +Oéo/‘U’2 > C”“H%ﬂ(ﬂ)
Q Q

d.h. die Form a ist koerziv auf H'(2). Da sie auch stetig ist und fQ fo ein
stetiges lineares Funktional auf H'() mit £l @y < I1fllz2(q) ist, folgt die
Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung von (NP) mit Lax-Milgram.
Des Weiteren gilt:

[l 2 () _HfHHl(Q —HfHLz

(c) Wir betrachten a : M x M — R. Dann ist a koierziv (vgl. Poincare Unlgeichung
in Hinweis (d)). Die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung in M

folgt nun wie in (b). Beachte: ist f € L*(2), so gilt f = f — [, f in M’
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Offenbar ist u+ K fiir K € R ebenfalls eine schwache Lésung von (NP) in H(€2)
(Wieso darf man mit ¢ € H'() testen?).

Sei nun u € H'(Q) eine schwache Losung von (NP). Dann ist u — [, u eben-
falls eine schwache Losung von (NP) und nach dem eben bewiesenen ist diese
Eindeutig.

Setze ¢ =1 € H'(). Dann gilt

d
/1'fzz /aijﬁjuailzo.

e 7;7]':19

Daher ist fQ f = 0 eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer schwachen
Losung in H(Q).

(d) Wir setzten v = u — up. Dann ist u eine schwache Losung von (NP) genau dann,
wenn v eine schwache Losung von

_ Zd: &'(CLijajv) +agv = f+ Ed: &-(aijﬁjuo) —agug in Q

i,j=1 i,j=1

d d
- 1/,(22-:1 aij(‘)ju> =0 auf 0€.
J=1

ist. Setze also f =f+ ZZJZI 0; (aij(?juo> — agup und nutze obige Resultate.

Aufgabe G2

Sei ) # Q C R? ein beschrinktes C'-Gebiet. Sei 1 < p < oco. Zeigen Sie folgende
Aussagen:

(a) 1<p<d= W"(Q) — L"(Q) mit £ =13

(b) p=d = WHP(Q) — L"(Q) fiir alle r € [p, )
(c) p>d= WHP(Q) — L>®(Q)

jeweils mit stetiger Einbettung.

Seip>dund 0§ =1— %. Dann existiert C' := Cq 4 mit
1f(@) = FW) < Clfllwrayle —yl*  VfeWP(Q).

Losung: Betrachte den Fortsetzungsoperator F.
(a) Sei f € WHP(Q). Dann gilt wegen des Sobolev-Einbettungsatzes fiir WP (R9)
£l ) S NFfllir@ey < CIEfllwiomay < CO|lfllwir)-

(b) Genau wie in (a).
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(c) Sei z,y € Q. Es gilt
(@)= fW)] = [(Ef)(@)~(EN )] < CIF fllwrsgale—yl” < CC|Iflwra@le—yl’.
Aufgabe G3
Seim €N (m >1)und 1 < p < co. Die folgende Aussagen sind zu beweisen:
— o =0 = WmPR?Y) — L"(RY) fiir alle r € [d, 0)
(b) £ =2 <0 = W™P(R?) — L*(R?)

—
2%
SN~—
==

jeweils mit stetiger Einbettung.
(a) Sei % — % <0, m—d/p¢&N. Setze
k::[m—g] und 9::m—g—k,0<9<1.
Dann existiert eine Konstante C, so dass fiir jede f € WP (R%) gilt
1D fllzee < C|fllwm.p fir alle |af <k
|DYf(z) — D*f ()| < C||f|lwmw|z —y|° fiir fast alle z,y € R?, |a| = k.
Losung: Wir benutzen die bekannte Einbettungssitze fiir WP (R?).

(a) Seim € N,m > 2.u € W™P(R?%), d.h. D% € LP(R?) fiir |a| < m. Seir € [d, 00)
beliebig und setze r,, = p, dann gilt firi =2,...,m

[D%ul| ri-1 (ray < CiHDﬁUHWl,ri(Rd) falls |3] = |a| + 1 =4 und -2 1L

Ti—1 T

mit Konstanten C; und fiir i =1 und r; = d

[ull r@ay < Crllullwrir gay-
Also

=
&3

[ullrray < Cllullwmpgey  falls 0= L—g =L —f—f = =;--% =

T T2 ™m

[

(b) SeiO§n<m,SOdass%—”TH<0undz%:: > 0. Dann gilt

1
P
WrP(RY) < LF(RY),
mit stetiger Einbettung, und wie vorher
W (RY) < WY (RY,
auch mit stetiger Einbettung. Schlieflich sind die Einbettungen
WP (RY) — WP (RY) — W (R) — L®(RY)

C e 1 : 11
auch stetig (fiir die letzen Ungleichung bemerke, dass 7 —a< 0).

(¢) Man beweist mit Induktion und &hnlich zu (b).



