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3. Ubungsblatt zur
PDG I

Gruppeniibung

Aufgabe G1

Esseid>2und 1 < p < oo, sowie RY := {z € R?: 25 > 0} der Halbraum und fiir
jedes z € R? schreiben wir z = (2/, 74) mit 2’ = (21,...,24-1). Wir wollen WP(R%)
Funktionen am Rand von Ri auswerten. Beweisen Sie dazu die folgende Aussagen:

a) Fiir alle u € C(R%) gilt
( ) c =+

© u(z!, xq)
’ _ )
u(z',0) = /0 oz, dzg.

(b) Fiir alle u € C(RE) gilt [[u(-,0)]| 1o (pa-1y < Cllullwroge -

(c) (Spursatz) Es gibt eine eindeutige stetige lineare Abbildung T : lep(Rff_) —
LP(RY™1) mit Tu = “‘811&1 fiir u € C(RY).

Losung:

(a) Fiir u € C(RY) gilt

r !
R R R . )
0 0xy

Da der Trager von u kompakt in @ ist, erhalten wir die gewiinschte Identitét
fiir r — oo.

(b) Aus Teil (a) erhalten wir fiir p > 1

ou(x', zq)

d
8wd d

lulP(2',0) = —p/ \u!p_l(x',xd)sign(u)
0
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Die Holder Ungleichung liefert nun mit der Youngschen Ungleichung (fiir p > 1)

o0 (p=0)/p s [ r0u(z', zq)\P 1/p
P D( ! )
[ulP (2", 0) SP(/O uP (2, 24) dxd) (/0 <7axd ) dxd) <
o o /
sc/ P (2!, ) d:z:d—i—/ \M‘p dzy
0 0

E?xd

Integrieren wir diese Ungleichung in z’ so erhalten wir
ou(x', zq)
o O sy < 0/ up (o', 2) d:cd+/ 2L <l

(¢) Nach Teil b) ist der lineare Operator
I:CX[RL) — LPRTY),  Tu:= ulopa

stetig, wenn C2°(R?) mit der W'?(R%)-Norm versehen ist. Dieser Operator ist
in WHP(R4) dicht definiert, also besitzt er eine (eindeutige) stetige Fortsetzung
I auf WLP(RY).

Aufgabe G2

Sei f € LP(Q2) mit 1 < p < oo und % + % = 1. Zeigen Sie, dass die folgende Aussagen
dquivalent sind

(a) f e W (Q).
(b) Es existiert C' > 0

T

Losung: (a) = (b): Sei f € W'P(Q). Dann gilt

/ d; ‘/ ‘ < 1& @il o)

falls || f|lr» (o) # O (sonst ist die Ungleichung trivial).

<C-olla), VeelXQ),i=1,...,d

(b) = (a): Nach Voraussetzung ist das Funktional

Jip
8%2'

U(p) =

stetig auf dem normierten Vektorraum (C2°(S2), || - [|ra(q)). Also besitzt W eine stetige
Fortsetzung auf L(Q2), denn fiir 1 < ¢ < oo ist C2°(Q2) dicht in L9(2). Dann existiert

g € LP(Q) (da LI(Q) = LP(Q)) mit U(p) = [, gp. Also [, g0 = [ fax ,d.h. D;f =
—gund f € WHP(Q).
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Aufgabe G3
Sei f € LP(Q) mit 1 < p < co. Zeigen Sie, dass die folgende Aussagen dquivalent sind

(a) f e W (Q).
(b) Es existiert C' > 0 so, dass fiir jede Q' C Q mit &/ C Q und fiir alle h € R? mit
|h| < dist(£',Q°)
Imnf — fllery < Clhl.

Losung: (a) = (b): Sei Q € R, ¢ € CX(RY) und h € R? mit |h| < dist (,Q°).
Dann gilt (Beachte: %g@(m +th) = (Vy)(x + th)h):

1 P 5
|7he — ollr @y = (ﬁ/ /th )(z +th)h dt dx)
{0
1
< |h| //|(V<,0)(:E—I—th)|p dt d:z:)

0

LA

1 P
_ ( / / (Vo) ( + th)P da dt) = WVl
0

Sei nun u € WHP(Q). Dann existiert ¢,, € C2°(R?) mit |u—wnlallwir@) — 0. Damit
folgt:

IThe = ull oy = lim {[7pn = onllie@y < T (A[[[Ven|| @) = [Vl Lr)-

(b) = (a): Sei p € CX(Q), Q' = supp @ (das Innere des Trigers) und ho = dist (supp @, dQ).

Dann gilt:
BERT Thei‘P - _ Thei(p _ f
/fami"”_;ll“ﬁ%/f h }Ji%(/f h /fh)
Q Q Q Q

= lim (/Thelf/f ) hﬁo/ _he"}{_fcp

< sup EHThf fllzenllellizag) < CllellLaq)-
|h|<ho

Damit folgt die Behauptung aus Aufgabe G2.



