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2. Übungsblatt zur
PDG I

Gruppenübung

Aufgabe G1

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Falls f ∈ Cm(Ω), so stimmen die “klassischen Ableitungen” und die distributio-
nellen Ableitungen für |α| ≤ m überein.

(b) Seien g1, g2 ∈ L1
loc(Ω) distributionelle Ableitungen von f ∈ L1

loc(Ω). Dann gilt
g1 = g2 fast überall.

Lösung:

(a) Folgt mittels partieller Integration.

(b) Sei f ∈ L1
loc(Ω) und g1, g2 ∈ L1

locΩ mit f ′ = g1 und f ′ = g2. Nach Definition der
distributionellen Ableitung gilt:

∫

Ω

(g1 − g2)ϕ = 0, ∀ϕ ∈ C∞
c (Ω).

Sei (ρn) ein Molliefier und g0
1 , g

0
2 die Erweiterung von g1, g2 mit 0 auf R

n. Dann
ist

(
ρn ∗ (g0

1 − g0
2)

)
(x) = 0 für x ∈ Ω mit dist (x,Ωc) > 1

n
. Da (Wieso? Beweis?)

lim
n→∞

‖ρn ∗ (g1 − g2) − (g1 − g2)‖L1(K) = 0, ∀K ⊂ Ω kompakt,

folgt ‖g1 − g2‖L1(K) = 0 für alle K ⊂ Ω kompakt, d.h. g1 = g2 fast überall.

Aufgabe G2

Es sei d ≥ 2 und Ω := B(0, 1/e) := {x ∈ R
d : |x| < 1/e}. Zeigen Sie, dass es eine

Funktion aus W 1,2(Ω) gibt, die auf Ω nicht-stetig ist. Betrachte dazu Funktionen der
Form

f(x) :=
(
log(1/|x|)

)s
, s ∈ (0,∞).



2. Übung PDG I

Was bedeutet das für Aussagen über W 1,2-Funktionen am Rand ihres Definitionsbe-
reiches?

Lösung: Für jedes s > 0 hat die Funktion eine Singularität in 0, ist also nicht stetig
auf Ω. Wir zeigen, dass ein s > 0 existiert mit f ∈ W 1,2(Ω). Unabhängig von s > 0
ist f ∈ L2(Ω), denn

∫

Ω

∣∣log 1/|x|
∣∣2s

dx =

∫

Ω

(
−|x|ε log |x|

)2s
·

1

|x|2εs
dx ≤ Cε

∫

Ω

1

|x|2εs
dx < +∞,

falls ε > 0 klein genug gewählt ist. Weiter gilt für jedes j = 1, . . . , d

(Djf)(x) = s
(
log 1/|x|

)s−1
· |x| ·

−1

|x|2
·

2xj

2|x|
.

Also

∫

Ω
|(Djf)(x)|2 dx = s2

∫

Ω

∣∣∣
(
log 1/|x|

)s−1 xj

|x|2

∣∣∣
2

dx ≤ Cs

1

e∫

0

| log(r)|2s−2rd−3 dr

r=et

= Cs

−1∫

−∞

t2s−2et(d−2) dt < ∞, s <
1

2
.

Wir zeigen nun, dass f schwach differenzierbar ist. Da f, ∂jf ∈ L2(Ω) sind, gilt

lim
ε→0

∫

Ω\B(0,ε)

∂jfϕ =

∫

Ω\B(0,ε)

∂jfϕ, s ∈ (0,
1

2
), ϕ ∈ C∞

c (Ω),

lim
ε→0

∫

Ω\B(0,ε)

fϕ =

∫

Ω\B(0,ε)

fϕ, s > 0, ϕ ∈ C∞
c (Ω).

Außerdem gilt

|

∫

∂B(0,ε)

νjfϕ| ≤ (log(1/ε))s‖ϕ‖L∞(Ω)ε
d ≤ Cϕε, ε > 0, s ∈ (0,

1

2
), ϕ ∈ C∞

c (Ω),

wobei ν die äußere Normale von Ω bezeichnet. Damit folgt:

∫

Ω

f∂jϕ = lim
ε→0

∫

Ω\B(0,ε)

f∂jϕ = − lim
ε→0

∫

Ω\B(0,ε)

∂jfϕ +

∫

∂B(0,ε)

νjfϕ

=

∫

Ω

∂jfϕ, s ∈ (0,
1

2
), ϕ ∈ C∞

c (Ω).

Also ist f ∈ W 1,2(Ω) für s ∈ (0, 1
2) aber nicht stetig.
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Aufgabe G3

Sei Ω ⊂ R
n offen. Zeigen Sie:

(a) Djf
+ = 1f>0Djf , Djf

− = −1f<0Djf fuer f ∈ W 1,2(Ω)

(b) f 7→ |f |, f+, f− : W 1,2(Ω) → W 1,2(Ω) stetig.

(c) C∞
c (Ω)+ dicht in W 1,2

0 (Ω)+.

(d) Sei u ∈ W 1,2(Ω), supp(u) ⊂⊂ Ω. Dann ist u ∈ W 1,2
0 (Ω).

Hinweis: In einem Hilbertraum H gilt: Sei x, xk ∈ H mit xk ⇀ x und lim
k→∞

‖xk‖ ≤ ‖x‖.

Dann gilt xk → x.

Lösung:

(a) Sei (fn) ⊂ C∞(Ω) ∩ W 1,2(Ω) mit fn → f in W 1,2(Ω) und |α| ≤ 1. O.b.d.A gelte
fn → f fast überall.
1. Schritt limn→∞ ‖fnχfn>0 − fχf>0‖L2(Ω) = 0
Es gilt

fnχfn>0 − fχf>0 = (fnχfn>0 − fχfn>0) + (fχfn>0 − fχf>0) =: I1
n + I2

n.

Dann gilt limn→∞ ‖I1
n‖L2(Ω) = 0 nach Voraussetzung und limn→∞ ‖I2

n‖L2(Ω) = 0
nach dem Satz von Lebesgue und χfn>0 → χf>0 fast überall. Analog zeigt man:
2. Schritt limn→∞ ‖(Dαfn)χfn>0 − (Dαf)χf>0‖L2(Ω) = 0

3. Schritt

Es gilt
∫

Ω

fχf>0D
αϕ = lim

n→∞

∫

Ω

fnχfn>0D
αϕ = lim

n→∞

∫

fn>0

fnDαϕ

= lim
n→∞


−

∫

fn>0

Dαfnϕ +

∫

fn=0

fnϕ




= lim
n→∞

−

∫

fn>0

Dαfnϕ = −

∫

Ω

Dαfχf>0ϕ

Die zweite Gleichung zeigt man analog.

(b) Sei (uk) ⊂ W 1,2(Ω) mit uk → u in W 1,2(Ω).
Beh.: |uk| → |u| in W 1,2(Ω)
Wir zeigen |ukl

| → |u| für eine Teilfolge von (uk). Da W 1,2(Ω) reflexiv ist, existiert
eine Teilfolge (ukl

) ⊂ (uk) mit ukl
⇀ v in W 1,2(Ω). Wegen |uk| → |u| in L2(Ω),

folgt v = |u|. Außerdem gilt:

lim
k→∞

‖|ukl
|‖W 1,2(Ω) = lim

k→∞
‖ukl

‖W 1,2(Ω) = ‖u‖W 1,2(Ω) = ‖|u|‖W 1,2(Ω).
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Die Behauptung folgt nun mit dem Hinweis. Wegen u+ = 1
2(u + |u|) und u− =

(−u)+ folgt (b).

(c) Sei f ∈ W 1,2
0 (Ω)+ und sei (ϕn) ⊂ C∞

c (Ω) mit ϕn → f in W 1,2(Ω). Mit (b) folgt:
ϕ+

n → f+ = f in W 1,2(Ω). Zu ε > 0 wähle nun ein ϕj mit

‖ϕ+
j − f‖W 1,2(Ω) ≤ ε.

Sei (ρn) ein Mollifier. Wähle nun ρk so, dass supp ρk ∗ ϕ+
j ⊂ Ω und ‖ρk ∗ ϕ+

j −

ϕ+
j ‖W 1,2(Ω) ≤ ε. Dann gilt ρk ∗ ϕj ∈ C∞

C (Ω)+ und

‖f − ρk ∗ ϕj‖W 1,2(Ω) ≤ 2ε.

(d) Die Faltung mit einem Mollifier liefert das Gewünschte. Einziges Problem ist der
Träger (vgl. (d))!

Aufgabe G4

Sei d ≥ 2 und f1, . . . , fd ∈ Ld−1(Rd−1). Für x ∈ R
d und 1 ≤ i ≤ d setze für x ∈ R

d

x̃i := (x1, x2, . . . , xi−1, xi+1, . . . xd) ∈ R
d−1, und f(x) = f1(x̃1)f2(x̃2) · · · fn(x̃d).

Zeigen Sie, dass f ∈ L1(Rd) und

‖f‖L1(Rd) ≤
d∏

i=1

‖fi‖Ld−1(Rd−1)

gilt.

Lösung: Der Fall d = 2 ist trivial. Wir beweisen mit Induktion. Sei d ≥ 3 und nehme
an, dass für alle 2 ≤ k < d die Behauptung wahr ist. Dann

‖f‖L1(Rd) =

∫

Rd−1

∫

R

|f(x)| dxd dx1 . . . dxd−1

=

∫

Rd−1

|fd(x̃d)|

∫

R

d−1∏

i=1

|fi(x̃i)| dxd dx1 . . . dxd−1

veralg. Hölder

≤

∫

Rn−1

|fd(x̃d)|
(d−1∏

i=1

∫

R

|fi(x̃i)|
d−1 dxd

) 1

d−1

dx1 . . . dxd−1

Hölder

≤ ‖fd‖Ld−1(Rd−1)

(∫

Rd−1

d−1∏

i=1

(∫

R

|fi(x̃i)|
d−1 dxd

) 1

d−2

dx1 . . . dxd−1

) d−2

d−1

Ind.

≤ ‖fd‖Ld−1(Rd−1)

d−1∏

i=1

(∫

Rd−1

∫

R

|fi(x̃i)|
d−1 dxd dx̃i

) 1

d−1

=

d−1∏

i=1

‖fi‖Ld−1(Rd−1).
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