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2. Ubungsblatt zur
PDG 1

Gruppeniibung

Aufgabe G1
Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Falls f € C™(€2), so stimmen die “klassischen Ableitungen” und die distributio-
nellen Ableitungen fiir |o| < m iiberein.

(b) Seien g1,92 € L () distributionelle Ableitungen von f € L (). Dann gilt
g1 = g2 fast iiberall.

Losung:

(a) Folgt mittels partieller Integration.

(b) Sei f € LL () und g1,92 € L .Q mit f = g1 und f’ = go. Nach Definition der
distributionellen Ableitung gilt:

/ (g1 — go)o =0, Ve C2(Q).
Q

Sei (py,) ein Molliefier und ¢Y, g9 die Erweiterung von g;, g2 mit 0 auf R”. Dann
ist (pn * (99 — ¢9)) (z) = 0 fiir x € Q mit dist (z,92°) > . Da (Wieso? Beweis?)

lim ||pyp, * (g1 — g2) — (g1 — gz)HLl(K) =0, VK C 2 kompakt,

n—oo

folgt [|g1 — g2llz1 (k) = O fiir alle K C 2 kompakt, d.h. g1 = go fast {iberall.

Aufgabe G2

Es sei d > 2 und Q := B(0,1/e) := {x € R? : |z| < 1/e}. Zeigen Sie, dass es eine
Funktion aus W12(2) gibt, die auf 2 nicht-stetig ist. Betrachte dazu Funktionen der
Form

f(z):= (log(l/]w\))s, s € (0,00).
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Was bedeutet das fiir Aussagen iiber W12-Funktionen am Rand ihres Definitionsbe-
reiches?

Losung: Fiir jedes s > 0 hat die Funktion eine Singularitét in 0, ist also nicht stetig
auf Q. Wir zeigen, dass ein s > 0 existiert mit f € W52(Q). Unabhiingig von s > 0
ist f € L%(Q), denn

2s 2s 1 1
log1/|x dx——/ —|z| log |z c———dx < C; dx < 400,
/Q| /| H Q( | | | |) |$|2es | |2€s

falls € > 0 klein genug gewahlt ist. Weiter gilt fiir jedes j =1,...,d

-1 Ql‘j
|z* 2lz|

(D f)(x) = s(log1/|z])* " - || -

Also

1
e

/Q|(Djf)(x)|2 d = 32/9‘(10g 1/|$|)8‘1i—|j2\2 dr < C’so/|log(r)|2s_2rd_3 ar

r=et Cs / 125726102 ¢t < 00, s < %

Wir zeigen nun, dass f schwach differenzierbar ist. Da f,9;f € L*(Q) sind, gilt

1
IIII%) 8]f(,0 = / 8 f(,pa ERS (07 5)7 wE CCOO(Q)7
E—
Q\B(0,¢e) Q\B(0,¢)
lim / fo= / fo, >0, peCZ(Q).
e—
Q\B(0,¢) Q\B(0,e)

Auflerdem gilt
S 1 o0
| / vifel < (1og(1/2))°[l¢ll Lo (ye? < Cpe, €>0, s € (0, 3), p € C(Q),
0B(0,e)
wobei v die dufsere Normale von 2 bezeichnet. Damit folgt:
[toe=ty [ goo=-tm [ oger [ uise
Q A\ B(0,e) Q\B(0,e) 0B(0,¢)

Also ist f € WL2(Q) fiir s € (0, 3) aber nicht stetig.
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Aufgabe G3
Sei € C R"™ offen. Zeigen Sie:

(a)
(b)
(¢) C
(d)

Djft =1450D;f, Djf~ = —1p<oD;f fuer f € W(Q)
f=IfLfr fm o Wh2(Q) — WH(Q) stetig.

©°(Q)+ dicht in WO1 2(Q).
Sei u € WH2(Q), supp(u) CC Q. Dann ist u € Wol’Z(Q).

Hinweis: In einem Hilbertraum H gilt: Sei z, z;, € H mit x;, — 2 und klim ekl < ||z
—00

Dann gilt 3 — =.

Losung:

(a)

Sei (f,,) € C®(Q) N WH2(Q) mit f, — f in WH2(Q) und || < 1. O.b.d.A gelte
fn — f fast iiberall.

1. Schritt lim,, e [| fuXf,>0 — fXr>0llz2(@) = 0
Es gilt

FaXfas0 = FX550 = (FaXfus0 = [Xfa0) + (FXfus0 — FXp>0) =t In + I

Dann gilt lim,,_, oo ||I}L||L2(Q) = 0 nach Voraussetzung und lim,,_, ||I,,,2L||L2(Q) =0
nach dem Satz von Lebesgue und x,~0 — X >0 fast iiberall. Analog zeigt man:

2. Schritt limy, o [[(D* fn)x £, >0 — (D f)Xr>0ll22(0) = 0

3. Schritt
Es gilt

[ txsono=lim [ fixgm0b% =t [ 0%

fn>0
~ lim | - / D*frp+ / Fug
n—oo
fn>0 fn=0
~ lim — / D frp = — / D*froop
n—oo
fn>0

Die zweite Gleichung zeigt man analog.

Sei (ug) C WH2(Q) mit uy, — u in WH2(Q).

Beh.: |uy| — |u| in W2(Q)

Wir zeigen |ug,| — |ul fiir eine Teilfolge von (uy). Da W12(Q) reflexiv ist, existiert
eine Teilfolge (ug,) C (ux) mit ug, — v in WH2(Q). Wegen |ug| — |u| in L?(Q),
folgt v = |u|. Aukerdem gilt:

i lfug [lwre) = lm fug[lwre@) = llullwrize) = llufllwize)-
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Die Behauptung folgt nun mit dem Hinweis. Wegen u* = 3(u + [u]) und u= =
(—u)™T folgt (b).
(c) Sei f € Wy (Q)4 und sei (p,) C C2°(Q) mit @, — f in WH2(Q). Mit (b) folgt:
oF — ft=fin WH3(Q). Zu £ > 0 wihle nun ein ¢; mit
el = fllwre) <e
Sei (pp) ein Mollifier. Wahle nun py, so, dass supp py, * gpj' C Q und ||pg * (,0;_ -
(ID;_HWI,Q(Q) < e. Dann gilt pj * p; € CX(2)4 und
1f = i * pjllwrzq) < 2e.

(d) Die Faltung mit einem Mollifier liefert das Gewtinschte. Einziges Problem ist der
Trager (vel. (d))!

Aufgabe G4
Seid>2und fi,...,fs € LIRS, Fiir € R? und 1 < i < d setze fiir z € R?
552' = (l‘l, L2yeve sy Lj—1yLjt1y--- l’d) € Rd_l, und f($) = fl(fl)f2(§2) s fn(fd)
Zeigen Sie, dass f € L'(RY) und
d
£l L1 ey < H | fill a1 (ra-1)
i=1
gilt.

Loésung: Der Fall d = 2 ist trivial. Wir beweisen mit Induktion. Sei d > 3 und nehme
an, dass fiir alle 2 < k < d die Behauptung wahr ist. Dann

£l gay = / / F(@)] dag day ... dzg_y
RA-1 JR

d—1
= [ 1@l [ L1560 oy ..

veralg. Holder

< /Rnl |fd(5d)|<jljll/R|fi(fi)|d_l dazd)d_ll dzy ... dzgy

Holder d-1 o . a2
S ||fd||Ld71(Rd71) </Rd1 H(/R |fl($z)| d:Ed) dl‘l e d:L'd_l)

Iréi. s Vi1 4o dF ey

S allseran IL( [, [ 15@" ara oz

-1
= [ I£ill pa=1 (rany.
i=1



