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Gruppeniibung

Aufgabe G1
Sei Q C R? offen. Fiir k € N wird induktiv
My :={z e 27%74 . B(x,217%) C Q, B(z,2' %) ¢ B(y,2'™!) fiir alle y € M; mit [ < k}
definiert. Zeigen Sie, dass (B(7,2'~))sen, ken eine lokal finite Uberdeckung von Q
ist.
Losung: Offenbar gilt Uy, U, e, B(z, 21-F) = Q.

Wir zeigen, dass die liberdeckung lokal endlich ist. Sei y € Q. Dann existiert ein k € N
und ein x € My, mit y € B(x,2'7%). Sei d = 2dist (y, B(x,2'7%)¢) und ko € N mit

21=F0 < d. Dann gilt:
ve¢ U U B2
1>ko zeM;
Aufgabe G2
Fiir h € R? betrachte man den Operator T}, definiert durch
(Thf)(x) = fla+h),  feLP(RY), zeR™

Beweisen Sie die Stetigkeit von T}, : LP(R?) — LP(R?) und der Funktion RY > h + Tj, f
fiir f € LP(R?).
Lésung: Die Stetigkeit von T, folgt aus | T fll, = |-+ R)llp = || f1l,-
Sei f € LP(RY) und & > 0. Wihle p € C°(R?) mit || — f||, < &. Da ¢ gleichmiissig
stetig ist, existiert ein hg > 0 mit
1

le(- +h) —¢llp < Elsupp ¢|» <, h < ho.

Daher folgt:

1FCHR) = Fllp < NFC+R) =@+ M)lp + (- + ) = ¢llp + [l = fllp <36, h <ho
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Aufgabe G3

(a)
(b)
()

Zeigen Sie [a¥| = 1 fiir a > 0 und y € R.
Zeigen Sie Lemma 1.17 der Vorlesung.
Diskutieren Sie die Beweisidee von Korollar 2.17 und Satz 2.18.

Aufgabe G4

Zeigen Sie

(a)
(b)

(©)

Der Raum L' N L®(M,u) := LY(M,u) N L®(M, i), versehen mit der Norm
Il fllinoe :== I f]l1 + || f]lo ist ein Banachraum.

Definiere L' + L®(M, ) := {f : f: M — K messbar und 3g € L'(M,p), h €
L*®(M,p) mit f = g+ h}. Die Abbildung

£ ll1+o0 = mf{||R]l + llglloo = h € L, f € L¥Y}.

ist eine Norm, mit der L' + L> ein Banachraum ist.
Es gilt LP(M, ) < L' + L>°(M, i), wobei die Einbettung stetig ist.

Losung:

(a)

Es ist klar, dass || - ||1nco €ine Norm ist.

Sei nun (u,) C L' N L®(M,u) eine Cauchyfolge. Dann ist (u,) auch eine
Cauchyfolge in L' (M, p1) und L> (M, 11). Wegen der Vollstéandigkeit von L' (M, 1)
und L (M, ) folgt, dass (u,) in L'(M,u) und L>®(M, 1) konvergiert. Da je-
de konvergente Folge in L°°(M, p) fast iiberall punktweise konvergiert und jede
konvergenteFolge in L'(M, i) eine Teilfolge besitzt, die fast iiberall punktweise
konvergiert, stimmen die Grenzwerte {iberein. Daher konvergiert (u,) auch in
L' N L (M, i1). vollstindig ist.

Die Homogenitit und die Dreicksungleichung sind klar. Sei u € L' + L* mit
lull1100 = 0. Dann existieren zu ¢ > 0 Funktionen h. € L'(M,u) und h. €
L®(M,p) mit ||he]li < €, |gelloc < € und v = he + g.. Nach Satz der Vor-
lesung diirfen wir annehmen, dass lim._,ghe(z) = 0 fiir fast alle z € R? und
lim. o g-(z) = O fiir fast alle 2 € R? gilt. Daher folgt:

u(x) = gli% he(z) + g-(x) = 0, fiir fast alle z € R,

Also ist || - ||1400 €ine Norm.
Sei (u,) C L' 4+ L*®(M, i) eine Cauchyfolge. Wihle eine Teilfolge (uy, ) C (un)
mit

1

Hunk - unk+1||1+oo < ﬁ
und hy, € LY(M, p), g € L°(M, ;1) mit
1
[ty 1400 > P1ll1 + lg1llco + 51Uny 14005
2

1
e = wngy ll1oo > lhwlls +3gklloc + 5llune = ny s ll14oo, &> 1.

Dann gilt:

n n n

1
> gl + Pklloo < Mtng = tiny - l14oe < =
k=1 k=1 k=1
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wobei u,, = 0. Wegen der Vollstindigkeit von L*(M, u) und L (M, i) existieren
Grenzfunktionen h € L'(M, p) und g € L>(M, ;1) mit

n n
) o=l ) b =h
=1 =1

Es gilt nun:

k k
lny, = (B4 g)llvoo < N hie =Rl + 1) g = glloo — 0 fiir k — oo
=1 =1



