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Elementare partielle Differentialgleichungen
9. Übung

Gruppenübungen

G 1 Gegeben sei die Funktion
f(x) = |x|−α

χB1(0)(x), x ∈ Rn

mit der charakteristischen Funktion
χA(x) =

{
1, falls x ∈ A,
0, sonst

und 0 < α < n. Für welche 1 < p < ∞ ist f ∈ Lp(Rn)?

G 2 Berechnen Sie die folgenden Fourier-Transformierten f̂ von f :

1. f(x) = χ[−a,a](x),
und zeigen Sie f̂ ∈ L2(R)\L1(R).

2. f(x) = e−|x|.

3. f(x) = e−x2/2, indem Sie eine gewöhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung für f̂(ξ) bzgl. ξ mit An-
fangswert f̂(0) = 1 aufstellen.

G 3 Sei f ∈ L1(Rn) und α ∈ Rn, 0 6= β ∈ R. Zeigen Sie:

1. Ist g(x) = f(x)eix·α, so ist ĝ(ξ) = f̂(ξ − α),

2. ist g(x) = f(x− α), so ist ĝ(ξ) = f̂(ξ)e−iα·ξ,

3. ist g(x) = f( 1
β x), so ist ĝ(ξ) = |β|n f̂(βξ),

4. ist g(x) = f(−x), so ist ĝ(ξ) = f̂(ξ).



Hausübungen

H1 (4 Punkte)

Berechnen Sie die Faltungsintegrale f ∗ f und f ∗ f ∗ f für

f(x) = χ[0,1](x)

und skizzieren Sie die Funktionen.

H2 (6 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden L2-Fourier-Transformierten f̂ von f bzw. das Integral.

1. f(x) = x
1+x2

2. f(x) = sin ax
x

3.
∫∞
−∞

sin aξ·sin bξ
ξ2 dξ.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe G2. Verwenden Sie in 3. die Parseval-Identität.

H3 (5 Punkte)

1. Berechnen Sie die Fourier-Transformation von

div f, f ∈ C∞
0 (Rn)n

rot f, f ∈ C∞
0 (R3)3

p(∇)f = Σ|α|≤maαDαf

für ein Polynom p(y) = Σ|α|≤maαyα auf Rn, f ∈ C∞
0 (Rn).

2. Lösen Sie rein formal im Fourier-Raum die Stokes-Gleichung{
−∆u +∇p = f im Rn

div u = 0 im Rn

für ein gegebenes Vektorfeld f : Rn → Rn, d.h., schreiben Sie die Lösung (u, p) in der Form

u(x) = F−1(...), p(x) = F−1(...).


