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Elementare partielle Differentialgleichungen
8. Übung

Gruppenübungen

G 1 Lösen Sie die Laplace-Gleichung −∆u = 0 im Gebiet Ω ⊂ Rn mit den folgenden Randbedingungen:

1. Ω = B1 ⊂ R2, u = 1 auf ∂Ω

2. Ω = R2\B1, u(x1, x2) = x1 auf ∂Ω, u beschränkt

3. Ω = R2
+, u(x1, 0) = x1

x2
1+1

auf ∂Ω, u beschränkt

4. Ω = R3\B1, u(x1, x2, x3) = x1 auf ∂Ω, u → 0 in ∞
5. Ω = R3

+, u(x1, x2, 0) = x1
(x2

1+x2
2+1)3/2 auf ∂Ω, u → 0 in ∞.

Hinweis: Verwenden Sie in 3. eine Transformation auf die Einheitskugel und verwenden Sie 3. für 5.

G 2 Bestimmen Sie die Greensche Funktion zum Dirichlet-Problem der Laplace-Gleichung für die Halbkugel B+ im
Rn, B+ = {x = (x1, ..., xn) ∈ B1 : xn > 0}.

G 3 Das schwache Maximumprinzip in unbeschränkten Gebieten lautet:

Sei Ω ⊂ Rn,Ω 6= Rn, ein unbeschränktes Gebiet und u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω). Ist n ≥ 2 und u subharmonisch, gilt

sup
Ω

u = max{sup
∂Ω

u, lim sup
|x|→∞

u(x)}.

Beweisen Sie die Folgerung:
Ist n = 2 und u nach oben beschränkt und subharmonisch, gilt

sup
Ω

u = sup
∂Ω

u.

Hinweis: Verwenden Sie die Hilfsfunktion uε(x) := u(x)−ε log(C |x− x0|), wobei C > 0 konstant und x0 ∈ R2\Ω
so gewählt sind, dass Cdist(x0,Ω) ≥ 1.



Hausübungen

H1 (5 Punkte)

Geben Sie die Greensche Funktion zum Dirichlet-Problem der Laplace-Gleichung für die folgenden zweidimen-
sionalen Gebiete an:

Ω1 = {z ∈ C\{0} : 0 < arg z < α}
Ω2 = {z ∈ C : 0 < Im z < π}.

H2 (5 Punkte)

1. Finden Sie eine beschränkte Lösung u des Dirichlet-Problems auf dem Halbraum R2
+ mit der unstetigen

Randbedingung

u(x, 0) =
{

0 für x > 0,
π für x < 0.

Hinweis: Aufgabe (H2), Übungsblatt 1.

2. Lösen Sie das Dirichlet-Problem auf R2
+ mit der unstetigen Randbedingung

u(x, 0) =

 0 für x < −1,
1 für − 1 ≤ x ≤ 1,
0 für x > 1.

H3 (Zusatzaufgabe: 5 Punkte)

Zeigen Sie, dass das Dirichlet-Problem

−∆u = 0 in Ḃ1 = B1\{0} ⊂ Rn, n ≥ 3,

mit den Randwerten u = 0 auf ∂B1, u(0) = 1 nicht in C0(B1) ∩ C2(Ḃ1) lösbar ist.
Hinweis: Maximumprinzip, u± ε |x|2−n.


