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Elementare partielle Differentialgleichungen
8. Ubung

Gruppeniibungen
Loésen Sie die Laplace-Gleichung —Awu = 0 im Gebiet 2 C R™ mit den folgenden Randbedingungen:

1. Q=B; CR% =1 auf 99

2. Q=RABy, wu(zri,z2) = auf 9Q, u beschrinkt
3. Q=R%, wu(21,0) = -#- auf 9Q, u beschrinkt
4
5

m%—i—l
. Q=R3\By, u(ri,29,73) =1 auf 92, u — 0in oo
. Q:Ri—? u(x17$270)

:WaufaQ, u — 0 in oo.

Hinweis: Verwenden Sie in 3. eine Transformation auf die Einheitskugel und verwenden Sie 3. fiir 5.

Bestimmen Sie die Greensche Funktion zum Dirichlet-Problem der Laplace-Gleichung fiir die Halbkugel B, im
R™, By = {x = (21,...,2p) € By : &, > 0}.

Das schwache Mazximumprinzip in unbeschrinkten Gebieten lautet:
Sei Q C R™,Q £ R", ein unbeschrinktes Gebiet und u € C*(Q) N C°(Q). Ist n > 2 und u subharmonisch, gilt

sup u = max{sup u, limsup u(z)}.
Q o0 || — o0

Beweisen Sie die Folgerung:
Ist n =2 und u nach oben beschrinkt und subharmonisch, gilt

Sup u = sup u.
Q 9}

Hinweis: Verwenden Sie die Hilfsfunktion u. () := u(z)—¢log(C |x — z¢|), wobei C' > 0 konstant und zo € R*\Q
so gewdhlt sind, dass Cdist(zg,Q) > 1.



Hausiibungen

H1 (5 Punkte)
Geben Sie die Greensche Funktion zum Dirichlet-Problem der Laplace-Gleichung fiir die folgenden zweidimen-

sionalen Gebiete an:
Q) = {zeC\{0}:0<argz <a}
Q2 = {z€C:0<Imz <7}

H2 (5 Punkte)

1. Finden Sie eine beschrankte Losung w des Dirichlet-Problems auf dem Halbraum R?‘_ mit der unstetigen

Randbedingung
0 firxz>0,

u(x,O):{ m firz <O.

Hinweis: Aufgabe (H2), Ubungsblatt 1.
2. Losen Sie das Dirichlet-Problem auf Rf_ mit der unstetigen Randbedingung

0 firz<—1,
u(z,0)=¢ 1 fir —1<z<1,
0 firaxz>1.

H3 (Zusatzaufgabe: 5 Punkte)
Zeigen Sie, dass das Dirichlet-Problem

—~Au=0 in B, =B\{0}CR", n>3,

mit den Randwerten u = 0 auf By, u(0) = 1 nicht in C°(B;) N C?(B,) lésbar ist.

. . . P 2—n
Hinweis: Maximumprinzip, u + ¢ |z|""".



