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Elementare partielle Differentialgleichungen
2. Ubung

Gruppeniibungen

G1 1. Bestimmen und skizzieren (!) Sie die Losung der Wellengleichung sy — 4, = 0 mit Anfangswert u(0) =
e~ 171w, (0) = 0.
2. Zeigen Sie, dass die homogene Wellengleichung wohlgestellt ist, also, dass fiir die Losungen u,v zu ver-
schiedenen Anfangswerten ug € BC?(R),u; € BCY(R) und vy € BC?*(R),v; € BC'(R) gilt

lv = vl pez < C(lluo = voll o= + [lur =1l pon)-

G2 Fiir h € C°(R) bezeichnge M), den Mittelungsoperator

1 x+r
Miy(z, 1) = 5/ hE)dE, TR, >0,

-Tr

Man zeige, dass die Losung der Wellengleichung

U — Cugy, = 0 auf R?,
u(0) = wug aufR,
u(0) = wp aufR,

in der Form 9
u(t,x) = tMy, (x,ct) + 5(75Mu0 (z,ct))
t
geschrieben werden kann.

G 3 Sei u eine Losung der Wellengleichung wuy — c?uye = 0. Man zeige, dass v in den Eckpunkten A, B, C, D eines
charakteristischen Parallelogramms, der Gleichung u(A) 4+ u(C) = u(B) + u(D) geniigt.



H1

H2

H3

Hausiibungen

(6 Punkte)

In dieser Aufgabe soll die Wellengleichung auf der Halbgeraden fiir inhomogene Anfangs- und Randwerte gelost
werden. Verwenden Sie dazu geeignete Fortsetzungen der Funktionen ug,u; und h.

1. Losen Sie die Wellengleichung

Ut — CUgy = 0 fiir z > 0,t > 0,
u(0,2) = wo(zr) firz>0,
u(0,2) = wi(z) fiirx >0,
u(t,0) = 0 fiir t > 0,

auf der Halbgeraden explizit durch eine Losungsformel. Dabei gelte ug € C2([0,00)),u1 € C1([0,00)) sowie

2. Geben Sei eine spezielle Losung im Falle inhomogener Randwerte

u(t,0) = h(t) firt>0

"

und homogener Anfangswerte ug = u; = 0 unter der Kompatibilitéitsbedingung 2(0) = & (0) = h"(0) = 0
an. Was passiert im Fall h(t) = a + bt + dt??

3. Zeigen Sie die Existenz einer Losung der Wellengleichung auf der Halbgeraden mit inhomogenen Anfangs-
und Randwerten unter geeigneten Kompatibilitédtsbedingungen.

(4 Punkte)
Man gebe eine Losung der modifizierten Wellengleichung
U — Uze = u auf R
u(0,2) = e* auf R,
us(0,2) = 0 aufR,

mit Hilfe einer Potenzreihenentwicklung nach ¢ an.

(6 Punkte)

Zur numerischen Approximation der Konvektionsgleichung u; + cu, = 0, u(0, ) = ug(x), werde das Verfahren

=0

vt +k,x) —o(t, ) v(t,x + h) —v(t,x)
k e h

mit Zeitschrittweite £ > 0 und Ortsschrittweite h > 0 vorgeschlagen. Es sei A = % und F der Shift-Operator
Ef(z) = f(x+h).

1. Fiir t = nk leite man eine Formel fiir v(¢,2) in Abhingigkeit vom Anfangswert uy her. Wie sieht das Ab-
héngigkeitsgebiet A(t, z) der numerischen Approximation v in (¢,2) aus? Was ist das Abhéngigkeitsgebiet
der analytischen Losung u?

Hinweis: v(T + k,z) = ((1 + Ac) — AcE)v(r, x) fiir alle x, 7.

2. Man zeige, dass ein Fehler der Grofe ¢ in ug, d.h. |Jug||,, < €, zu einem Fehler der Gréfie (1 4+ 2X¢)™e in
v(t,z), t = nk, flihren kann (Instabilitét).

3. Wiederholen Sie die Analysis aus 1. fiir das Verfahren mit Riickwértsdifferenzen

v(t+ k,x) —v(t,x) N cv(t,x) —o(t,z — h) _0
k h

unter der Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung Ac < 1.

Zeigen Sie ||v]|, < |Juoll,, (Stabilitdt). Zeigen Sie, dass der analytische Abhéngigkeitsbereich jetzt im

numerischen “enthalten” ist. Tatséchlich 14t sich die Konvergenz dieses Verfahrens unter der Voraussetzung

up € CZ(R) beweisen.



