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Elementare partielle Differentialgleichungen
14. Übung

Gruppenübungen

G 1 Nennen Sie Beispiele für partielle Differentialgleichungen, die in der Vorlesung behandelt wurden, die eine
eindeutige Lösung besitzen und für solche, die nicht eindeutig lösbar sind.

G 2 Beweisen Sie das Dirichlet’sche Prinzip auf der Kreisscheibe B1(0) ⊂ R2:
Es seien g ∈ C0(∂B1) und u die eindeutige Lösung des Dirichlet-Problems

∆u = 0 in B1,

u = g auf ∂B1.

Die Energie einer Funktion v ∈ C1(B1) sei definiert durch

E[v] =
1
2

∫
B1

|∇v(x)|2 dx.

Dann gilt für alle w ∈ C1(B1) ∩ C0(B1) mit w|∂B1 = g die Ungleichung E[u] ≤ E[w], die harmonischen
Funktionen minimieren also die Energie.

G 3 Beim Separationsansatz treten häufig Differentialgleichungen als Eigenwertprobleme in der Form

(py′)′ + qy = λy in (a, b),
y(a) = y(b) = 0,

auf. Zeigen Sie, dass Lösungen yµ, yλ zu zwei verschiedenen Eigenwerten µ, λ im L2- Skalarprodukt orthogonal
sind, also

∫ b

a
yλyµ = 0.


