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Elementare partielle Differentialgleichungen
11. Ubung

Gruppeniibungen

G 1 Finden Sie unter Zuhilfenahme der Warmeleitungsgleichung Maximum und Minimum der Funktion u(¢,z) =
223 + 12kat — 2% — 2kt + 1 auf dem Rechteck {0 <2 < 1,0 <t < T}.

G2 1. Geben Sie eine Losung der Warmeleitungsgleichung in R, u; — kug, = 0, unter der Anfangsbedingung
u(0) = 22 — x an.

2. Finden Sie analog eine Lésung der Wirmeleitungsgleichung u; —kAu = 0 im R? mit der Anfangsbedingung

u(0) = zy?z.
G3 1. Geben Sie eine reell analytische Losung u der Wéarmeleitungsgleichung auf dem Halbraum R},
u—kAu = 0 in (0,00) x RY,
u = 0 auf OR’
u(0) = wo,

an, wenn ug € BCO(R").
Hinweis: Spiegelung.

2. Finden Sie auf &hnliche Weise eine formale Losung fiir das Problem mit Neumann-Randbedingungen

ou

87]\]:0 auf 8R+
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Hausiibungen

(4 Punkte)

Beweisen Sie den Vergleichssatz: o o
Es sei Q C R” ein beschrénktes Gebiet und T’ > 0. Auferdem seien u,v € C°(Qr) mit uy, v, € C°(Qr), V3u, Vv €
C°(Qr) Funktionen, die den Ungleichungen

u — kAu

u

Ve — kAv in QT,

v auf 0,01

IAIA

geniigen. Dann ist v < v auf Q7.

(3 Punkte)

Sei u die Losung der Wirmeleitungsgleichung u; — kAu = 0 in (0, 00) x R” mit u(0) = ug € L*(R"™). Zeigen Sie
fiir alle ¢ € (0,00), dass

lu(®)lly = lluoll, -

(6 Punkte)

1. Man 16se die Wirmeleitungsgleichung u; — 4., = 0 auf (0,00) x (0,1) mit den Anfangsrandwerten u(t,0) =
u(t,1) = 0 und u(0,z) = ug(z),z € (0,1), formal in der Form

ult, ) = / uo ()Gt 2,y) dy

mit einer Green’schen Funktion G : (0,00) x (0,1) x (0,1) — R. Zum Beweis werde uo ungerade tiber 0
und iiber 1 sowie 2-periodisch auf R fortgesetzt:

ug(x) =252 _ (Uo(x + 2k) — Up(2 — 2k —z)) auf R

mit Up(z) = ug(z) fiir € (0,1), Up(x) = 0 sonst.
2. Man zeige:
(a) G € C*((0,00) x (0,1) x (0,1))
(b) G(t,z,y) = G(t,y, )
(¢) G(t,y,0) = G(t,y,1) =0
(d) G > 0 (Verwenden Sie das Maximumprinzip fiir die Warmeleitungsgleichung auf (0,1)).



