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Elementare partielle Differentialgleichungen
11. Übung

Gruppenübungen

G 1 Finden Sie unter Zuhilfenahme der Wärmeleitungsgleichung Maximum und Minimum der Funktion u(t, x) =
2x3 + 12kxt− x2 − 2kt + 1 auf dem Rechteck {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T}.

G 2 1. Geben Sie eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung in R, ut − kuxx = 0, unter der Anfangsbedingung
u(0) = x2 − x an.

2. Finden Sie analog eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung ut−k∆u = 0 im R3 mit der Anfangsbedingung
u(0) = xy2z.

G 3 1. Geben Sie eine reell analytische Lösung u der Wärmeleitungsgleichung auf dem Halbraum Rn
+, ut − k∆u = 0 in (0,∞)× Rn

+,
u = 0 auf ∂Rn

+

u(0) = u0,

an, wenn u0 ∈ BC0(Rn).
Hinweis: Spiegelung.

2. Finden Sie auf ähnliche Weise eine formale Lösung für das Problem mit Neumann-Randbedingungen

∂u

∂N
= 0 auf ∂Rn

+



Hausübungen

H1 (4 Punkte)

Beweisen Sie den Vergleichssatz:
Es sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet und T > 0. Außerdem seien u, v ∈ C0(ΩT ) mit ut, vt ∈ C0(ΩT ),∇2u,∇2v ∈
C0(ΩT ) Funktionen, die den Ungleichungen

ut − k∆u ≤ vt − k∆v in ΩT ,

u ≤ v auf ∂pΩT

genügen. Dann ist u ≤ v auf ΩT .

H2 (3 Punkte)

Sei u die Lösung der Wärmeleitungsgleichung ut− k∆u = 0 in (0,∞)×Rn mit u(0) = u0 ∈ L1(Rn). Zeigen Sie
für alle t ∈ (0,∞), dass

‖u(t)‖1 = ‖u0‖1 .

H3 (6 Punkte)

1. Man löse die Wärmeleitungsgleichung ut−uxx = 0 auf (0,∞)× (0, 1) mit den Anfangsrandwerten u(t, 0) =
u(t, 1) = 0 und u(0, x) = u0(x), x ∈ (0, 1), formal in der Form

u(t, x) =
∫ 1

0

u0(y)G(t, x, y) dy

mit einer Green’schen Funktion G : (0,∞) × (0, 1) × (0, 1) → R. Zum Beweis werde u0 ungerade über 0
und über 1 sowie 2-periodisch auf R fortgesetzt:

u0(x) = Σ∞k=−∞(U0(x + 2k)− U0(2− 2k − x)) auf R

mit U0(x) = u0(x) für x ∈ (0, 1), U0(x) = 0 sonst.

2. Man zeige:

(a) G ∈ C∞((0,∞)× (0, 1)× (0, 1))
(b) G(t, x, y) = G(t, y, x)
(c) G(t, y, 0) = G(t, y, 1) = 0
(d) G ≥ 0 (Verwenden Sie das Maximumprinzip für die Wärmeleitungsgleichung auf (0, 1)).


