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Elementare partielle Differentialgleichungen
10. Ubung

Gruppeniibungen
G 1 Zeigen Sie:

1. Fiir f € L'(R") ist f beschrinkt.
2. Fiir f € CY(R"), d. h. f € C° supp f ist kompakt, ist f stetig und es gilt f(f) — 0, wenn |£| — oo.

G 2 Beweisen Sie: Fiir die Losung u(t) = E(t)ug der Wéarmeleitungsgleichug aus Satz 5.16 gilt das schwache
Mazimum- und Minimumprinzip

infug < wu(t,z) <supug, (t,x) € [0,00) x R".
Fiir jeden konstanten Anfanswert ist u = ug, aber fiir jeden nicht-konstanten Anfangswert ug gilt sogar
infug < u(t,z) < supug, (t,z)€ (0,00) x R"™.

Daraus folgt: Wenn u(t,z) = infug oder u(t,z) = supug in einem Punkt (¢,z) € (0,00) x R", dann ist u
konstant (starkes Mazimum- und Minimumprinzip), s. Bemerkung 5.18 (1).

G 3 Losen Sie die Laplace-Gleichung Au = 0 im unendlichen Streifen R x (0, 1) mit den Randbedingungen

w(x,0) = e 2l u(z,1) =0
u(z,y) — O, gleichmdflig in y fir |z| — oo.
Hinweis: Fourier-Trafo in x.
Hausiibungen

H1 (4 Punkte)

Es seien uy(t, ), ..., un(t,s) n Losungen der eindimensionalen Wirmeleitungsgleichung u; = uss. Zeigen Sie,
dass
u(t,z) = u(t,x1, ..., tn) = Wp_quk(t, k)

die Warmeleitungsgleichung u; — A, u = 0 erfiillt.
H2 (5 Punkte)

1. Losen Sie die eindimensionale Wellengleichung

U — CUgy = 0, R xR
u(0) = wg
us(0) = wy

mit Anfangswerten ug,u; € L?(R) formal im Fourierbild.

2. Zeigen Sie, dass die in 1. gewonnene Losung v fiir alle ¢ € R der Abschétzung
u(®)lly < lluolly + [£] luall

geniigt.



H3 (6 Punkte)

Zeigen Sie:

1. Ist f € LY(R™) eine radialsymmetrische Funktion, so ist auch f radialsymmetrisch.

2. Sei f € L'(R™) radialsymmetrisch. Dann besitzt f die Darstellung (s = ||, = ||)

fl6) =577 [ 1) Tl ar

mit der Bessel-Funktion

1
_ Wn-1 n22 itu 2253
Jn;z(t)—(%r)n/zt 2 /—16 (1-w")"7 du, t >0,

und dem Oberflichenmaf w,_1 von dB;(0) C R"~1.
Hinweis: In geeigneten n—dimensionalen Kugelkoordinaten ist zy = rcos¢1,¢1 € (0,7); n-dimensionale
Integration liefert bei von ¢, ..., »,—1 unabhéngigen Funktionen Integrale vom Typ

wn_l/ 7"”71/ (sin-¢1)"2...de dr.
0 0
3. Losen Sie formal die elliptische Gleichung

u—Au=f im R3

mit Hilfe der Fourier-Transformation und schreiben Sie die Losung u als Faltungsintegral.



