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Elementare partielle Differentialgleichungen
1. Ubung

Gruppeniibungen

G1 Unter den Voraussetzungen f € C'(R x R),uy € C!'(R) finde man die eindeutige Losung der Konvektions-
Reaktions-Gleichung
w +ug = f(t,z)

mit Anfangswert u(0, z) = ug(x).

G2 Sei F e C'R) und u(t,z) = F(x — ct), ¢ # 0. Man zeige, dass u im distributionellen Sinne eine Losung der
Konvektionsgleichung u; + cu, = 0 ist, d.h. es gilt

[ [utt)ntt.o) + cpatt,a)) dedt =0
R JR

fiir alle ¢ € C§°(R x R). Dabei ist

C(R?) = {¢ : R? — R unendlich oft differenzierbar,
© = 0 aukerhalb eines Kompaktums K}.

G 3 Man zeige, dass die folgenden Gleichungen durch einfache Variablentransformation in eine Diffusionsgleichung
tiberfithrt werden konnen.

(1) w = kgy — iy — Au (u = we®®Ht),
2) ue = k(t)ug, (r=[; k(s) ds),
(3)  wp = kugy — b(t)uy =z — [;b(s)ds).

Jacques Hadamard (1865-1963)




H1

H3

Hausiibungen

(4 Punkte)

Sei a € R™ mit |a| = 1 (] - | =euklidische Norm des R™) gegeben. Man finde die allgemeine Lésung der

Konvektionsgleichung
0=a-Vu=23%"_,a;0;u().

Hinweis: Man ergéinze a = a' zu einer Orthonormalbasis {a',a?, ...,a"} des R™ und betrachte u.a.

v(a® - z,...,a" - ).

(6 Punkte)

1. Sei f(z) = u+ v,z = x + iy, eine holomorphe Funktion in einem Gebiet G C C. Zeigen Sie, dass u und v
dann reellwertige harmonische Funktionen sind, d.h.

Au(z,y) = Av(z,y) =0 in G.

2. Man finde eine harmonische Funktion u # 0 im Sektor S, = {z € C: 0 < argz < a} mit den Randwerten
u =0 auf 05,\{0}.
Hinweis: f(z) = 2°.

3. Ist w eine harmonische Funktion im R™ und U eine orthogonale Matrix, so ist auch v(z) = w(U - x)
harmonisch.

(Zusatz - Die Definition der Wohlgestelltheit einer PDGL wird am 8.4. in der Vorlesung behandelt.)

Man zeige, dass das Randwertproblem

Ugg +Uyy = 0in QE:(fg,g) x (0,¢),
T
U(:l:i, ) = 0,
u(-,0) = 0,
UU( ’O) = ul( )7

in keinem Gebiet Q.,e > 0, wohlgestellt ist. (Zum Beweis sei u; = e V7 cosnz,n € N ungerade, und folglich
u(z,y) = %e_\/ﬁ cosnz - sinhny.) Geben Sei ein nicht-wohlgestelltes Neumann-Problem an, also ein Problem

mit der Randbedingung C,‘?—]‘\L,(:I:g7 ) =0.



