TECHNISCHE
UNIVERSITAT

DARMSTADT

SS 2008
03.07.2008

Fachbereich Mathematik
PD Dr. P. Neff

Jennifer Prasiswa

7. Ubung zur
~Mathematik II fiir Chemiker*

Da dies die letzte Ubung ist, gibt es keine Hausaufgaben.
Jennifer Prasiswa bietet am 3.7. um 14.20 - 15.25 Uhr (bei Bedarf linger) im Lernzentrum
Mathematik und am 7.7. von 9 -12 Uhr in S215/301 zusétzliche Sprechstunden an.

Gruppeniibung

Aufgabe G21 (Richtungsableitung)
Sei f : R® — R gegeben mit f(z1,72,23) = z173€1*2. Berechnen sie fiir z = (1,1,1)7 und

v = \/%(1, —1,3)7 die Richtungsableitung f'(z,v).
Losung: f'(z,v) = grads(z)v = ™2 (z12023 + 23, .’E%.’Bg,(ﬂl)%(l, ~1,3)7 = %

Aufgabe G22 (Taylor’sche Formel)
Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit

flz,y) =2’y + 3y — 2.

Entwickeln Sie f in Potenzen von (z — 1) und (y + 2).

Lésung: Wir bestimmen die Taylorentwicklung von f an der Stelle (zg,y9) = (1, —2).

f ist beliebig oft differenzierbar, wobei die partiellen Ableitungen ab der 4. Ordnung identisch
verschwinden.

Als erstes bestimmen wir die partiellen Ableitungen von f:

fm(:n,y)ZQxy, fy(xay>:x2+3
Jex(2,y) = 2y, fxy(xay) = 2z, fyy(xay) =0
f:vxz($ay) =0, fxwy(fUay) =2, fryy($ay) = fyyy(xay) =0.

Nun wenden wir den Satz iiber die Taylor’sche Formel (Satz 13.22) an mit (g, y0) = (1, —2) und
h=(z-1y+2).

Zunichst bestimmen wir die Werte der Funktion und der partiellen Ableitungen an der Stelle
(1,-2):

f(17 _2)

_107 fx(17_2): _4-7 fy(l)_Q) =4

_47 fxy(17_2):27 fxacy(17_2) =



Alle anderen partiellen Ableitungen sind null.
Finsetzen in die Taylor’sche Formel ergibt:

fley)=fA+(@x—-1),-24+(y+2))
:—10—4(m—1)+4(y+2)—%(:c—1)2+2(x—1) (y+2)+0-(y+2)°
+0-(2—1P3+ (-1 (y+2)+0-(x—1) (y+2)*+0-(y+2)3
=104z —1)+4y+2) -2z —-12+2x—-1) (y+2)+ (z —1)? (y+2).

Aufgabe G23 (Extremstellen)
(a) Gegeben sei die Funktion h : R? — R mit h(z,y) = 4 — 22 — 2.
Bestimmen Sie das Extremum von h. Ist es ein Maximum oder ein Minimum?

(b) Gegeben sei die Funktion f : R? — R mit f(z,y) = (z — 2)e %Y.
Zeigen Sie, daf} f keine Extrema besitzt.
Fiir welche Werte (z,y) € R? ist die Hesse’sche Matrix H(x,y) positiv definit?

Loésung:
(a) Als erstes bestimmen wir die partiellen Ableitungen von h bis einschliefilich 2. Ordnung:

ho(2,y) = =22,  hy(z,y) = -2y
hxx(xuy) =-2= hyy(l‘,y), ha:y(xay) =0= hyx(l‘>y)'

Notwendige Bedingung fiir die Existenz von Extrema ist (gradh)(z,y) = 0. Wir losen das
zugehorige Gleichungssystem:

22 =0
(grad h)(z,y) =0 < B & xz=y=0
—2y=0

Nun iiberpriifen wir die hinreichende Bedingung (Sazt 13.25):
haz(0,0) - hyy(0,0) — h2,(0,0) =4 > 0.

Also besitzt h in (0,0) ein relatives Extremum.
Da hz(0,0) = —2 < 0 ist es ein Maximum.

(b) Als erstes bestimmen wir die partiellen Ableitungen von f bis einschliefilich 2. Ordnung:
fo(z,y) = (a +3)e™™, fy(z,y) = (& = 2)e™™Y,  fuala,y) = (z —4)e™ ™"
fyy(l’ay) = (l‘ - 2)6_$+y7 fmy(x,y) = (—CL‘ + 3)6_$+y = fyx(l”»y)

(grad f)(z,y) = 0. Es gilt:

(grad f)(z,y) =0 < {(:c )ty — g & r=3Nr=2 Widerspruch!

Also besitzt f keine Extrema.
Die Hesse’sche Matrix von f ist

( (x—4)e Y (—z 4 3)e Y
Hy(w,y) = ( (—x+3)e @Y (z—2)e Y )



Nach Satz 11.21 wissen wir, dafl eine Matrix genau dann positiv definit ist, wenn alle fithren-
den Hauptunterdeterminanten positiv sind. Damit Hy(x,y) positiv definit ist, mufl somit

gelten:
(x—4)e ™™ >0 A (z—4) (x—2)e W _ (—g 4 3)%e 22 5
& z-4>0 A (z-4)(@x—-2)—(—2+3)2>0
& >4 A 22 —624+8— (22 —62+9)>0
& >4 AN —1>0

Also ist die Hesse’sche Matrix Hy(x,y) nirgends positiv definit.

Aufgabe G24 (Extrema unter Nebenbedingung)
Gegeben seien die Funktionen

fiRP SR, f(z,y) =exp(z +2y),
g:]R2 — R, g(z,y) :x2+y274.

Bestimmen Sie die Extrema von f unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0.

Lo6sung: Lagrange-Funktion:
L(r,h,\) = exp(z + 2y) + A(2? + y* — 4).
Ableitungen:
|
Lr(x7 Y, )‘) = eXp(‘r + 2y) + 2 z =0,
Ly(z,y,\) = 2exp(z + 2y) + 2\y = 0,
L)\(:U>y7)‘) = $2 +y2 —4 ; 01

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt y = 22 und mit der dritten Gleichung erhilt man

2 4
n= w=gp
2 4

Weiterhin ist f(z1,y1) = exp(10/v/5) (Maximum), f(z2,y2) = exp(—10/+/5) (Minimum).

Aufgabe G25 (Vektorfeld und Potential)
Wir betrachten das Vektorfeld f: R? — R? mit

() f(z) = ( 3123 > (i) ) = ( e®? sin 11 >

3$%ZL‘2 e*2 cos x1

Besitzt f jeweils ein Potential? Gib gegebenenfalls eine Potentialfunktion ¢ an.

Losung: Da R? ein konvexes Gebiet ist, besitzt nach Satz 14.6 die Funktion f ein Potential genau
dann wenn 0 fo = 2 f1 gilt.

(i) O1f2 = 63:195%, Oaf1 = 63:@%. Die Funktion f hat also ein Potential.
(13) O1fe = —e™sinxy, 102 f1 = €™ sinxy. Die Funktion f hat also kein Potential.

Also besitzt f im ersten Fall ein Potential, d.h.



(a) fi(z) = dp(z)
(b) fa(z) = Dapp(z).
Daraus folgt durch Integration
(a) @(x1,22) = [ fi(x1, z2)dzy + C1(x2) = 23z3 + C1(x2)
(b) @(z1,22) = [ fo(z1,22)dTs + C2(21) = 2323 + Co(21)
also gilt ¢(x1,z2) = 2223 + C fiir C € R.



