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Aufgabe G13 (Eigenwerte)

Sei A die reelle 2x2-Matrix A = < :; g > .

(a) Fir A € R sei By = A — AE3. Berechne Werte A\; und A2 € R, so dafi det(B),) = 0.

(b) Finde Vektoren v; und vy, die V; := ker By, bzw. Vi := ker B), erzeugen. Zeige, da§ V' die
direkte Summe von V7 und V5 ist.

(¢) Warum bilden die Vektoren vy, v eine Basis B'?
(d) Die Matrix A beschreibt eine lineare Abbildung beziiglich der Standardbasis. Berechne die
Matrix dieser Abbildung beziiglich der neuen Basis B'.
Losung:
(a) Esist

—2-A 6

dethdet( 9 5\

):(—2—)\)(5—)\)+12:/\2—3)\+2:(/\—1)(/\—2),

also Ay =1 und Xy = 2.

(b) Um die Kerne zu bestimmen, erhilt man mit Gauss—Jordan-Elimination

-3 6 -3 6 —4 6 —4 6
me(58) (00w (Z3) - (00 0)

Daher kann man v; =

2 _ (3
1 und vy = 5

ist ViNVy={0} und V; + Vo = V. Also ist V die direkte Summe von V; und V5.

(c) Die Vektoren v; und vs sind linear unabhéngig und bilden daher eine Basis.

wéhlen. v; und wvo sind linear unabhéngig, daher

(d) Die Ubergangsmatrix von der Standardbasis zur Basis B’ ist

= (13)

Mit Hilfe von



berechnet man die gesuchte Matrix A’ als

I ala4e (10
A=S5 AS—<0 2).

Aufgabe G14 (Quadratische Form, Diagonalisierbarkeit)
Mit einer symmetrischen Matrix A € R3*3 ist die quadratische Form Q4 : R> — R mit der
Zuordnungsvorschrift
Qa(z) = 73:% + Gx% + 5x§ —4xix9 — dx023
assoziiert.

(a) Geben Sie die Matrix A an und entscheiden Sie, ob A positiv oder negativ definit ist.

(b) Begriinden Sie, warum die Matrix A diagonaldhnlich ist und geben Sie eine geeignete inver-
tierbare Transformationsmatrix S € R3*3 mit S~'- A .S = D an, wobei D € R3*3 eine
Diagonalmatrix bildet.

Losung:

(a) Die zur quadratischen Form Q4 gehorige Matrix lautet

7T -2 0
A=1-2 6 -2
0 -2 5

Um zu zeigen, dal A positiv definit ist, geniigt es nach Satz 11.21 im Skript nachzuweisen,
dafl die Hauptunterdeterminanten

ajx - aig
Di = det
i1t Qg
fiir ¢« = 1, 2, 3 positiv sind. Wir erhalten

Dy =det(7)=7>0

7 -2
DQ_‘_Q 6‘ 38 > 0
7 -2 0
Ds=|-2 6 -2[=162>0
0 -2 5

und somit ist A positiv definit. Alternativ hétten wir (ebenfalls nach Satz 11.21) zeigen
konnen, dafl samtliche Eigenwerte von A positiv sind. Das charakteristische Polynom von A
besitzt die Darstellung

Pa(A) = (=1)% - det (A — \I)

A 20
=(=1)-| 2 6x -2
0 -2 52\

=(=D-[(T=A) - (6-2)-(B-A)—-4-(T-X) —4-(5-))]
=23 — 18)\% + 99\ — 162
=A=3)-(A=6)-(A-9)



und somit erhalten wir die Figenwerte
AM=3, X=6 und A3=09,

welche alle positiv sind.

Da es sich bei A um eine symmetrische Matrix handelt, folgt mit Folgerung 11.20 die Diago-
naldhnlichkeit von A. Dieser Satz besagt auierdem, da8 es eine invertierbare Matrix S € R3*3
und ein Diagonalmatrix D € R3*3 mit

S1.A.S=D

gibt. Dabei sind die Diagonalelemente von D die Eigenwerte von A und die Spalten von S
setzen sich aus den zugehorigen Eigenvektoren zusammen. Da wir die Eigenwerte

)\123, )\226 und )\329,

im vorigen Aufgabenteil bereits bestimmt haben, ist nun noch fiir s = 1,2, 3 zu jedem Eigen-
wert A; ein Eigenvektor x; zu ermitteln, wobei darauf hingewiesen sei, dafl jeder Eigenwert
eine einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms P4()\;) bildet und somit nach Be-
merkung (7) auf S.66 a.a.O. der Kern von A — \;I eindimensional ist. Wir unterscheiden nun
die folgenden Fille:

A1 = 3: Hier ist eine Losung des Gleichungssystems

4 =2 0 Z1,1 0
(A—?)I) X1 = -2 3 —2 . 1?172 = 0
0 -2 2 z1,3 0

zu bestimmen, wozu das Gaufl-Jordan-Verfahren verwendet werden soll:

4 -2 0 0
2 3 20
0o -2 20
4 -2 0 0
Z24+(3)Z1 | 0 2 -2 0
0 -2 2 0
71+72 4 0 -2 0
0 2 -2 0
13+72 0O 0 0 0
Z1- (1) 1 0 -5 0
72-(5) 0 1 -1 0
0 0 0 0
Somit ist xy 3 frei wéhlbar und wir erhalten
1
T2 =213 und =z = 5713
Wahlt man beispielsweise
1,3 = 27
so bildet
x1,1 1
1= |T12| =12
x1,3 2

eine Losung von (A — 31) - x1 = 0 und ist somit ein Eigenvektor zum Eigenwert A\ = 3.



Ay = 6: Zu betrachten ist das Gleichungssystem

1 -2 0 562,1 0
(A — 6[) T2 = -2 0 -2 . Z22 = 0
0 -2 -1 x23 0

Mit dem GauB-Jordan-Verfahren folgt

1 2 0 0
2 0 -2 0
0 2 -1 0
1 2 0 0
72+2-71 0 4 -2 0
0 -2 -10
Z1+(-3)Z22[ 1 0 1 0
0 4 -2 0
Z3+(-3)Z2| 0 0 0 0
1 0 10
72 (-1) 0 1 4 0
0 0 00

Hier ist x93 frei wéhlbar und es folgt

€22 = —51‘273 und €21 = —T2;3-
Wird nun beispielsweise
T3 =2
gewihlt, dann ist
x21 -2
o = Z22 = -1
x23 2

eine Losung von (A —61)-x9 = 0 und ist damit zugleich ein Eigenvektor zum Eigenwert
Ay = 6.
A3 = 9: In diesem Fall ist eine Losung des Gleichungssystems

-2 =2 0 x3,1

(A=9I) - z3=|-2 =3 2| -|x32] =
0 -2 —4 x33

o O O

zu ermitteln. Mit dem GauB-Jordan-Verfahren folgt

2 2 0 0
2 -3 -2 0
0 2 4 0
2 -2 0 0
72-71 0 -1 -2 0
0 2 4 0
Z1+(-2)Z22 -2 0 4 0
0 -1 2 0
Z3+(-2)Z2| 0 0 0 0
Z1-(-3) 1 0 -2 0
Z2-(-1) 0 1 2 0
0 0 0 0




Damit ist x3 3 frei wihlbar und es gilt

xr32 = —21‘373 und xr31 = 2.%373.
Setzen wir beispielsweise
xr33 =1,
dann erhalten wir mit
31 2
x3=|a32| =|—-2
.%373 1

eine Losung von (A — 9I) - z3 = 0, die zugleich auch einen Eigenvektor zum Eigenwert
A3 = 9 darstellt.

Setzen wir nun

1 -2 2 300
S=12 -1 =2 und D=0 6 0],
2 2 1 0 09

dann erhalten wir mit

1 2 2

12 2 1 2 2
RSN (S S T O U G
- R B

5‘5% 2 =21

schliellich die gewiinschte Darstellung der Form

S1.A.8=D.



Aufgabe G15 (Basiswechsel)
Die lineare Funktion f : R? — R? sei durch die Darstellungsmatrix

2 1 0
eMp(f)=1|1 3 -1
11 1

(beziiglich der Standardbasis E = (e1, e2, e3)) gegeben.
Bestimme die Darstellungsmatrix g Mp(f) von f beziiglich der Basis

1 1 1
B=1|[-1].[0],[1
-1 1 1
Losung: (Siehe 11.2 Beispiel 3) Sei
1 11
S=1-1 01
-1 11

Dann ist S die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung, die Koordinatenvektoren beziiglich
der Basis B auf Koordinatenvektoren beziiglich der Standardbasis F abbildet. Dann folgt fiir die

Darstellungsmatrix g Mp(f) von f beziiglich der Basis B
sMp(f) = S~ EMg(f)S.

Es ist zunéchst die Inverse von S zu berechnen:

1 1 1]1 0 0\ s /1 1 112 00\ v /1 0 =1]0 =1 0
-1 01/0 10" o121t 1o0o]"™ (o1 21 1 0
-1 1 1|0 0 1 022101 00 —2|-1 -2 1
i~ (10 0| 3 0 =3\ ., (1 005 0 —3
o1 0ol 0 -1 01 2 o1 0]0 -1 1
1 1
00 —2|-1 -2 1 001 1 -1
Folglich gilt
L g _1
2 2
St=10 -1 1
1 1
7z 1L =3
Daraus folgt
30 =3\ /21 0 1 11
sMp(f) =S 'pMp(f)S=10 -1 1 13 —1](-1 01
1 i/ \11 1/)\-111
0 -3 1 23 100
=10 -1 1 -1 0 3]=(0 20
1 -3/ \-1 2 3 00 3

Aufgabe G16 (Positiv und negativ definit bzw. semidefinit)
Gucken Sie sich Definition 11.21 im Skript an. Welche der folgenden Matrizen sind

(i) positiv definit,



(ii) negativ definit,

(iii) indefinit,

(iv) positiv semidefinit,
(v) negativ semidefinit?

Begriinden Sie jeweils und geben Sie im indefiniten Fall Vektoren an, die Thre Behauptung belegen.

42 41 43 —4 2 —4 1
we(a i) (n) s (G i) a2 ) (00

2 1 0 —2 -2 0 -1 00
As=| 11 0|, 4= =2 4 0 ], ,45= 0 -2 0
00 0 0 01 0 00

Losung:
e A; und Ag sind positiv semidefinit (Eigenwerte> 0)
e Ay ist positiv definit (Hauptdeterminanten > 0)
e Ag ist negativ semidefinit (siehe Diagonaleintrige)

e die restlichen Matrizen sind indefinit, zum Beispiel Ag: (Aseq,e1) =4 > 0 aber (A3(e; — e2), (61 — e2)) =
-1<0



