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5. Ubungsblatt zur
,Linearen Algebra II fiir Physiker*

Gruppeniibung

Aufgabe G13 (Test)
a) Entscheiden Sie, welchen der folgenden Aussagen wahr ist. Hierbei bezeichnen v, w
Vektoren und S, T Matrizen.
i) (v,w) =04 v =0 oder w=0.
ii) (v,v) =0<v=0.
iii) (Sv,w) = (Tv,w) < S=T.

b) Nennen Sie alle Eigenwerte und deren algebraischen und geometrischen Vielfachheiten

der Matrix
31000
03 000
00 3 00
00 0 7 1
00 0 0 ¢

¢) Kreuzen Sie an, welche der folgenden Matrizen symmetrisch, selbstadjungiert, unitér,
orthogonal oder normal ist:

Matrix symmetrisch | selbstadjungiert | orthogonal | unitér | normal

G
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Losung:
a) 1) falsch, ii) und iii) wahr.
b) Die Matrix hat den Eigenwert 3 mit der algebraischen Vielfachheit 3 und der geome-

trischen Vielfachheit 2 und den Eigenwert ¢ mit der algebraischen Vielfachheit 2 und
der geometrischen Vielfachheit 1.

0

Matrix symmetrisch | selbstadjungiert | orthogonal | unitér | normal

G

1 —2
(m 1> X X
0
(¥ %) X
<C(.)s<p —sing X X X
sin @ Cos ¢
1 i
() : :
1 - 1
-+ 0
(“2¢%Lﬂ¢> X X X
V2 2
L0 X X X X X
0 —1

Aufgabe G14 (selbstadjungierte Matrizen)
Gegeben sei der R-Vektorraum V = M,,(R) der n x n Matrizen iiber R und dessen Teil-
menge
Via ={A €V :A* = A}
a) Zeigen Sie, dass Vs, ein Untervektorraum von M, (R) ist.

b) Geben Sie fiir n = 2 eine Basis von Vj, an und bestimmen Sie die Dimension von V,.

Losung:

a) Wir zeigen, dass fiir A, B € Vi, auch AA + puB € Vi, fir A\, u € R ist. Es gilt:

A +uB)* = A"+ @uB*
ApeR AA* + puB*
ARV A4 uB

b) Fiir n =2 und A € Vg, ist

a b « [ a c
Az(c d) und A_<b d>'

Damit erhalten wir aus A = A* die Relationen

a=a, b=c und d=d.
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GG

eine Basis und die Dimension ist 3.

Damit ist

Aufgabe G15 (Kern und Bild)
Gegeben sei die lineare Abbildung 7" : R* — R? durch

U1

V2 U1 — V2
L .

U3 U3 — U4

V4

a) Geben Sie die Darstellungsmatrix M bzgl. der Standardbasen an.
b

C

d

Geben Sie die Darstellungsmatrix My« bzgl. der Standardbasen an.
Bestimmen Sie Ker 7" und Bild(7™*) und zeigen Sie, dass Ker T L Bild(T™) ist.
Zeigen Sie allgemein, dass fiir eine lineare Abbildung T : V — W gilt:

)
)
)
)

Ker T = (Bild(T*))* und Bild(T) = (Ker T%)*

Loésung:

a) Die Bilder der Standardbasisvektoren ey, es, e3, e4 sind

ren = )t = Ty )orten=( 1) en=( 7).

Damit ist
1 -1 0 0
Mr = < 0 01 -1 >
b) Es gilt
1 0
Mp-=Mp) =
0 —1
¢) Wir bestimmen
U1
1 =10 0 v | _
0 01 -1 vy |
V4
und erhalten
1 0
. 1 0
Ker T' = lin o |-l 1
0 1
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Fiir Bild(7T™) betrachten wir

1 0 V1
—1 0 U1 o —V1
0 1 (%] - (%)
0 -1 —V2
Damit erhalten wir
1 0
. w1 -1 0
Bild(7T™) = lin o | 1
0 -1

Ausrechnen der Skalarprodukte liefert Ker 7' L Bild(7™).
d) Sei 0 # v € Ker T. Dann gilt

0= (Tv,w) = (v, T w).

Damit ist T7*w L v. Da jeder Vektor in Bild(7™) als T™w geschrieben werden kann,
ist damit Ker 7' = (Bild(T™))*.

Die Gleichung Ker T* = (Bild(T"))* folgt genauso.
Hausiibung

Aufgabe H15 (Orthonormalbasis (4 Punkte))
Gegeben sei der R* mit dem Standardskalarprodukt und die Vektoren

V] = und w3 =

= W N W

<

)

Il
S = O =
S = ==

a) Geben Sie eine Orthonormalbasis von lin{v,ve,v3} an.
4

b) Zeigen Sie, dass der Vektor v = in lin{wvy, v, v3} liegt und stellen Sie ihn als

-1
4
=7
Linearkombination der in a) konstruierten Basis dar.
Loésung:

a) Wir erkennen, dass die drei Vektoren linear unabhiingig sind und erhalten als Basis

uyp =

= o O O
O = O =
O O = O
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Diese Vektoren spannen lin{vq, ve,v3} auf, denn es gilt

v1 = uj+ 3ug + 2us
Vo = U9
v3 = U+ us.

Damit erhalten wir als Orthonormalbasis

0 1 0
W — 0 w 1 1o w 1
1= 0 9 2 = \/5 1 b 3 = 0
1 0 0
b) Es ist
v=—Twy + 4\/511)2 — ws3.
Aufgabe H16 (Nilpotente Abbildungen (4 Punkte))
Sei L : K" — K" eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft
L"=LoLo...oL=0 fireinneN. (1)

Zeigen Sie, dass A € K genau dann ein Eigenwert von L ist, wenn A = 0 ist.

Bemerkung: Eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft (1) heisst nilpotent.

Lésung: Wir zeigen zunéchst, dass jeder Eigenwert von L null ist. Sei dazu A ein Eigenwert
und v ein Eigenvektor zu A. Dann gilt

L'w=L""YLv)=L"Ow) =... = \".
Da L nilpotent ist, gibt es ein n € N, sodass L™ = 0 ist. Damit ist
0=L"v=\"v
fiir jeden Eigenvektor v. Da v # 0 ist, muss A = 0 sein und damit auch A = 0.

Wir zeigen nun, dass A = 0 ein Eigenwert ist, indem wir einen Eigenvektor konstruie-
ren. Da L nilpotent ist, gibt es ein n € N, sodass L™ = 0 und L"~! # 0 ist. Gibt es dies
nicht, so ist L = 0 und besitzt als einzigen Eigenwert 0.

Da L™~ +£ 0 ist, gibt es einen Vektor 0 # w € Bild(L"" 1), d.h. w = L" !v. Dann gilt

Lw = L(L" ') = L™ = 0 = 0w,

d.h. w ist Eigenvektor zum Eigenwert 0.

Aufgabe H17 (Eigenvektoren von selbstadjungierten linearen Abbildungen (4 Punkte))
Sei T : V. — V eine selbstadjungierte lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass jeweils zwei
Figenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten senkrecht aufeinander stehen.

Hinweis: Nutzen Sie die adjungierte Abbildung und deren Eigenschaften aus.
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Losung: Zunichst stellen wir fest, dass selbstadjungierte Abbildungen nur reelle Eigen-
werte haben. Ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert A und w ein Eigenvektor zum Eigenwert
1, so gilt

(Tv,w) = (v, T*w)
& (Tv,w) = (v, Tw)
< (A, w) = (v, pw)
< (A,w) — (v, pw) =0
< ANo,w) —p{v,w) =0
HER Mo, w) — p{v,w) =0
< (A—p){v,w) =0.

Da v, w Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind, ist damit (v, w) = 0.



