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1. Aufgabe(Test) (7 Punkte)
Jede Aufgabe ist mit "wahr” oder ”falsch” zu beantworten. Tragen Sie Ihre Antwort durch
ein entsprechendes Kreuz in die nachfolgenden Kistchen ein. Eine richtige Antwort gibt
0.5 Punkte, eine falsche —0.5 Punkte. Keine Antwort gibt 0 Punkte. In einer Unteraufgabe
a), b) oder ¢) koénnen nicht weniger als 0 Punkten erzielt werden. Keine Begriindung
notwendig!

a) Sei A eine n x n Matrix iiber K und T4 : K" — K",z — Az die induzierte lineare
Abbildung. Weiter sei 0 # b € Bild(T'4). Entscheiden Sie:

Wahr Falsch

Ax = b ist stets losbar. O O
Az = b ist niemals 16sbar. Il Il
Az = b ist nicht immer 16sbar. O O
Az = b ist stets eindeutig losbar. O O

b) Seien A, B n x n Matrizen mit n > 2. Dann gilt immer
Wahr Falsch

det(A + B) = det(A) +det(B) O O
det(AB) = det(A) + det(B) O O
det(AA) = Adet(A) 0 O
det(AA) = A" det(A) O O
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c) Sei V ein R-Vektorraum und 7' : V' — V eine lineare Abbildung. Fiir z,y € V\{0}

und A, € R gelte

T(x) =M und T(y)= py.

Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen wahr ist:

x + y ist FKigenvektor zum Eigenwert A + p

—5y ist Eigenvektor zum Eigenwert —5u
r=y=A=pu

A # p = z,y sind linear unabhéngig
x,y sind linear unabhéngig = A # u

Az + py ist Eigenvektor von T'

Losung:

a) wahr
falsch
falsch
falsch

b) falsch
falsch
falsch

wahr

c) falsch
falsch
wahr
wahr
falsch
falsch

2. Aufgabe(Vektoren in einer Ebene)

Wahr

oogogo

Falsch

oogogo

(4 Punkte)

Sei V = R? und seien x,y,z € V. Zeigen Sie, dass die Vektoren

1 Y1
T= |22 |,Yy= Y2
T3 Y3

1

genau dann in einer Ebene liegen, wenn det 8
0

Losung: Ist

1 0 0

det 0 =1 wn

0 z2 Y2

0 z3 ys3

Z1
2 = | 22
Z3
0 0 O
1 Y1 A
T2 Y2 22
r3 Y3 =3
0
Z1
=0,
22
Z3

= 0 ist.
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offensicht-

S O =

so ist die Familie { ,x,y,z} lin. abhéingig. Jedoch ist der Vektor

o O O =

0
lich linear unabhingig zu {z,y, 2z} ist, miissen {x,y,z} lin. abhingig sein, d.h. in einer
Ebene liegen.

Liegen andererseits x,y, z in einer Ebene, so sind sie lin. abhéngig und die Determinante
ist 0.

3. Aufgabe(Basiswechsel) (10 Punkte)
Sei V' = R? mit kanonischer Basis £ und F : V — V die Spiegelung an der durch die
1 1
Vektoren by = | 1 | und by = | 1 | aufgespannten Ebene.
1 0
1 1 1
a) Sei B = 11,111,111 . Zeigen Sie, dass B eine Basis von V ist.
1 0 0

b) Bestimmen Sie M?B.

¢) Bestimmen Sie die Basiswechselmatrizen Mfi’B und Mﬁ’g. Beachten Sie die Konven-
ti Malt,ncu
ion M, .

d) Bestimmen Sie Mg’g.

Loésung:
a) Wir losen
1 1 1
Ml L | +X| 1 ]+X]| -1 |=0
1 0 0
und erhalten als einzige Losung Ay = Ao = A3 = 0.
1
b) Der Vektor | —1 | steht senkrecht auf der Ebene, d.h.
0
10 0
MEP={01 o0
0 0 -1

c¢) Die Transformationsmatrizen sind

11 1 [0 0 2
MEF=[11 -1 | und Mii’B:§ 11 =2
10 0 1 -1 0
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4. Aufgabe(Ahnliche Matrizen) (7 Punkte)
Es sei V ein Vektorraum und R,7T : V — V lineare Abbildungen.

a) Bestimmen Sie die Determinante ihrer Abbildungsmatrizen beziiglich der kanonischen

Basis &:
21 -1 0 4 0 0O
ge |1 0 2 5 ce |3 2 00
Mp™ = 10 0 3]~ My~ = 7T -1 4 0
1 0 2 4 9 0 3 7

b) R und T heilen #hnlich, wenn es eine invertierbare lineare Abbildung S : V — V

gibt, sodass T = S~'RS. Sind R und T #hnlich? Geben Sie eine Begriindung.
Loésung:
a) Die Determinanten sind —2 und 224.
b) Fiir dhnlich Matrizen R, T gilt
det(T) = det(S™'RS) = det(S™1) det(R) det(S) = det(R).
Demnach kénnen die Matrizen nicht &hnlich sein.
5. Aufgabe(Eigenwerte und Eigenvektoren) (13 Punkte)

a) Berechnen Sie fiirdie nachfolgende Matrix das charakteristische Polynom, sowie alle
Eigenwerte und Eigenvektoren:

N O
O = O
= O N

b) Geben Sie ein Beispiel fiir eine Matrix an, die einen Eigenwert A mit geometri-
scher Vielfachheit gV (\) = 1 und algebraischer Vielfachheit aV'(\) = 3 besitzt (mit
Begriindung, d.h., mit Angabe des charakteristisches Polynom und aller Eigenvekto-
ren).

Losung:

a) Die Eigenwerte sind \y = 4, \y /3 =i & 2. Die zugehorigen Eigenvektoren sind

0 1 1
Vg4 = 1 , Vi42 = 0 ,Vji—2 = 0
0 1 -1
b) Der Jordanblock
A1 0
0 X 1
0 0 A
erfiillt die Voraussetzungen. Das charakteristische Polynom ist
p(t) = (A —t)°
und der Eigenvektor ist
1
U\ = 0
0



Q202030008000 2000 1500 1250 Probeklausur Lineare Algebra f{2Q2iir Physiker

6. Aufgabe(Diagonalisierbarkeit) (4 Punkte)
Welche Matrix besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren?

1
a) A= |—i

0 010
1] b)) B={0 0 0
0 1 00 2

— Y .

Geben Sie eine kurze Begriindung.

Lésung: Die Matrix A ist selbstadjungiert und damit normal, d.h. sie besitzt eine ONB
aus Eigenvektoren.

Die Matrix B ist in Jordannormalform mit einem Jordanblock der Lange 1 zum EW 2
und einem Jordanblock der Linge 2 zum EW 0, damit ist sie nicht diagonalisierbar.

7. Aufgabe(Matrizen) (10 Punkte)
Welche der folgenden Matrizen sind symmetrisch, selbstadjungiert, orthogonal, unitér,
normal? Achtung: eine Matrix kann auch mehrere Eigenschaften haben.Kreuzen Sie bitte in
der nachfolgenden Tabelle alle Eigenschaften an, die erfiillt sind. Fiir jede falsche Antwort
gibt es —0.5 Punkte. Keine Begriindung notwendig!

Matrix symmetrisch | selbstadjungiert | orthogonal | unitér | normal

(2 )
(% o)
(0 %)
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Losung:
Matrix symmetrisch | selbstadjungiert | orthogonal | unitér | normal
1 2
(2 1) x x x
1 2
(5 3)
1 4
(—z’ 1) ’ v
1 2
<2i 1 > i i
0 2
(5 o) :
1 0
< 0 — 1> x x x x x
1 0
(O —i> x x x
<C9S @ —sin <p> - . -
sinp  cos @




