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4 Baume und Walder

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit dem Problem in einem Graphen mit
Kantengewichten einen aufspannenden Baum minimalen Gewichts oder einen
Wald mazimalen Gewichts zu finden.

Definitionen

Ein Graph G heifit zusammenhéngend, falls es zu jedem Knotenpaar s,t € V'
einen [s,t]-Weg in G gibt. Die Komponenten von G sind die beziiglich Kante-
ninklusion maximalen zusammenhéngenden Teilgraphen von G. Wir bezeichnen
mit ((G) die Anzahl der Komponenten von G. Ein Knoten v heifit Artikulati-
onsknoten von G, falls ((G — {v}) > ((G).

Wir nennen eine Kantenmenge B einen Wald in G, falls (V(B), B) keinen Kreis
enthélt. Ist (V(B), B) auBerdem zusammenhéngend, so heiit B ein Baum. Ein
Baum B in einem Graphen heifit aufspannend, falls V(B) = V ist. Ist B ein
Baum und v ein Knoten mit dg(v) = 1, so heifit v Blatt von B.

Beide Probleme sind in direkter Weise dquivalent, siche Ubung.

Algorithmen

Der folgende Algorithmus bestimmt einen maximalen (bzgl. Kanteninklusion)
Wald minimalen Gewichts.

Algorithmus 4.1 (Kruskal, 1956 [1])

INPUT: Graph G = (V, E), Gewichte ¢, fiir e € E.
OutpuT: Maximaler Wald (bzgl. Kantenzahl) 7' C F minimalen Gewichts.

(1) Sortiere die Kantengewichte in nicht-absteigender Reihenfolge:

Cel S Ceg S e S Cem

(2) Setze T := .
(3) Fori=1To m Do
(4) Ir T'U {e;} enthélt keinen Kreis THEN T :=T U {e;}

(5) Gib T aus.

Satz 4.2 Kruskals Algorithmus (4.1) ist korrekt.
Schleife Kreisprifung

Die Laufzeit betragt: O(mlogm+ "m> - “n> )=0(m-n).
——

Sortieren
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Wir beweisen folgende Behauptung per Induktion iiber 7.

Nach dem i-ten Schritt gibt es einen maximalen (bzgl. Kanteninklu-
sion) Wald W minimalen Gewichts mit W N {ey,...,e;} = W nN

{61,...,6i}

Beweis Induktion iiber i.

i = 0: Fiir ¢ = 0 ist die Behauptung offensichtlich erfiillt.

1 — 1 — 7: Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Fall: W U {e;} enthélt einen Kreis, d.h. e; ¢ W.

Da Wn{e,...,ei1} = Wn{er,... e; 1} enthilt auch WU {e;} einen Kreis,
somit e; ¢ W.

2. Fall: W U {e;} enthilt keinen Kreis, d.h. e; € W.

a) e; € W, was die Behauptung ist.

b) e; ¢ W. Damit enthiilt WU{e; } einen Kreis C'. Somit muss es ein j > i geben
mit €; S W, €; ¢ W und Cej > Ce; s daWﬂ{el, ey 62‘_1} = Wﬁ{el, ey ei_l}
und W U {e;} keinen Kreis enthélt. D.h. W := (W\ {e;}) U{e;} ist auch
ein maximaler (bzgl. Kanteninklusion) Wald minimalen Gewichts, der die
Behauptung erfiillt.

Fiir 7« = m folgt die Behauptung. [

Bemerkung 4.3

(a) Wenn G zusammenhingend ist, so ist ein Wald maximaler Kantenan-
zahl und minimalen Gewichts identisch mit einem minimal aufspannenden
Baum.

(b) Der Kruskal-Algorithmus gehort zu der Klasse der Greedy-Algorithmen
(engl. greedy = gefrifig, gierig). In jedem Schritt wird diejenige Kante
ausgewdhlt, die hinsichtlich der Kostenfunktion bestmdglich ist. Siehe dazu
auch ein spdteres Kapitel.

(¢) Der Kruskal-Algorithmus kann analog auch zur Bestimmung eines mazima-
len (bzgl. Gewichtsfunktion) Waldes benutzt werden, wobei man nur Kanten
in Erwdgung zieht, deren Gewichte positiv sind.

Ein gemeinsames Geriist fiir viele Algorithmen ist der folgende

Algorithmus 4.4

INPUT: G = (V, E) zusammenhéngend, Gewichte ¢, fir e € E.
OutpuT: Aufspannender Baum 7" C E minimalen Gewichts.
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(1) Initialisierung: Fiir i € V setze V; = {i}, T; := 0.
(2) Fiihre |V| — 1 mal aus:

(3) Wihle nichtleeres V;.

(4) Wahle uwv € 6(V;), u € V; mit ¢y, < ¢, fiir alle pg € §(V;).
(5) Bestimme j, so dass v € V.

(6) Setze V; :=V; UV, V;:=0und T; := T, UT; U{uv}, T; := 0.

(7) Gib T; mit T; # () aus!
Satz 4.5 Der Algorithmus 4.4 arbeitet korrekt.

Beweis Wir zeigen durch Induktion tiber £ = > |T;|, dass G einen minimal

aufspannenden Baum 7" mit T; C T enthélt.
k = 0: Trivial.

k—1 — k: Sei uv die hinzugefiigte Kante. Nach Annahme gibt es einen mini-
malen aufspannenden Baum T mit 7; C T fiir alle bisher bestimmten Mengen
T;.

uv € T erfiillt die Behauptung.

wv ¢ T: So muss T'U{uv} einen Kreis enthalten. Also gibt es eine Kante rs € T
mit 7 € V; und s € V' \ V;. Nach Wahl der Kante in (4) gilt ¢.s > cy. Also
ist (7"\ {rs}) U {uv} ebenfalls ein minimal aufspannender Baum, der die
Bedingung der Induktionsannahme erfiillt.

|
Ein Spezialfall von Algorithmus 4.4 ist der folgende Algorithmus, der auf Prim
zuriickgeht [2]. Er ist besonders geeignet fiir vollstindige Graphen:

Algorithmus 4.6 (Algorithmus von Prim, 1957 [2])

INPUT: G = (V, E) zusammenhéngend, Gewichte ¢, fiir e € F.
OutpuT: Aufspannender Baum 7" C E minimalen Gewichts.

(1) Initialisierung: Wéhle w € V beliebig und setze T := (), W := {w} und
V=V A\ {w}.

(2) Ir V' = () THEN Stop (gib T aus).

(3) Wihle ¢,, = min {c, ‘ e€d(W)} mit ue W und v eV
(4) Setze T :=T U{uv} , W :=W U{v}und V' :=V"\ {v}.
(5) Gehe zu (2) .

Die Laufzeit von Algorithmus 4.6 ist O(n?). Fiir vollstéindige Graphen ist dies
bestmoglich.
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