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Gruppeniibung

Aufgabe G39 (Integration iiber Normalbereiche, Transformationsformel, Polarkoordinaten)

(a) SeiN:{(x,y)€R2}—\/1—y2§x§%+% und —1§y§1}.
i. Skizzieren Sie N. Um welchen Typ Normalbereich handelt es sich hier?

ii. Berechnen Sie [y 2zyd(z,y).

(b) Berechnen Sie das Integral [g. f;;ii;“’; d(x,y) mit Hilfe der Transformationsformel und der

Funktion g : Rsg x (0;27) — R2, (r,¢) (: Z?Ij((z))) Man nennt diese spezielle Transfor-

mation die Transformation des R? in Polarkoordinaten.

Loésung;:

(a) i. N ist ein Normalbereich vom Typ II.

ii. Wir rechnen:

1 g4l L gt
2zy d(x,y :/ / 21’ydmdy:/ 22yl 22 dy
/]YV ( ) —1 —@ —1 [ ]IZ—\/@
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(b) Um die Transformationsformel von Seite 141 im Skript zu benutzen, miissen wir erst den
Betrag der Funktionaldeterminate berechnen:

|det Ty (r, )| = ‘det <2?§((:§)) ;ZZ;?E;?)I =|r cos(p)? + rsin((p)Q‘ =lr|=r

Nun rechnen wir:

/ e_ﬁ d( ) / e_ r2 CO*(AD)2+1-T2 sin(p)2 d( )
- T,y) = sra\r,p
2 T Soastoan) (oS 725

ZWQ*T%
/ / 1 rdgpdr—/ / — srdp | dr
Rso J(0;27) T 0 r
1
2

1

OOe 7
:/ 2m - — rdr—ﬂ/ - 2rdr
0 T

1
(o) — (e.0)
fp2 et _
= 7T/ —5d / ds = 7T/ e °ds
dt=2rdr 0 t ds—f—zdt 0o 0

=7 lim [-e] =7 ( lim —eF — (60)> =7 (0+1) =

R—o0 R—o0

Aufgabe G40 (Schwerpunktberechnung mittels Integration)
Der Schwerpunkt eines Normalbereichs A C R? bzw. B C R3 ist ein Punkt (zs,ys) € R? bzw.

(7s,Ys,25s) € R3 fiir den man folgende Formeln hat: x, = % und ys = % bz
A ’
_ Jprd=y.2) _ Jpyd(zy,2) _ Jpzd(@y,2)
Ts = fB 1d(z,y,2) und Ys = fB 1d(z,y,2) und z; = IB 1d(z,y,2)°

(a) Skizzieren Sie A = {(x,y) c RQ‘ —rz—-1<y<-—2’241und —1<2< 1} und bestimmen
Sie seinen Schwerpunkt.

(b) Sei B = {(z,y,2) € R¥ 2% +y? < 2> und 0 < 2 < 1}. Um welches geometrisches Objekt
handelt es sich bei B? Was ist sein Schwerpunkt?

Losung:

(a)

SOSEESEEEEESS

Y

Wir rechnen:

1 —xz241 1
/ 1d(z,y) =/ / Ldydx =/ lyly=—% T da
A —1J—z-1 -1

1 3 2 =1
9 T T 1 1 10
/_1(x+x—|—)x [3+2+x] 1 33 t2+ 7

r=—



12. Ubung Mathematik II fiir BI, MaWi, WI(BI), AngGeo

1 *I2+1 1 _ 2
/xd(m,y) :/ ac/ ldydx :/ x[y]Z;Iiff dx
A -1 —z—1 -1

1 4 3 z=1
/1(95—1-3:—1-3:)1: [ T+ +a:L_1 st3=3
1 p—a241 L[y y=—z2+1
/yd(x,y):/ / ydyd:nz/ [] dx
A “1J—z—1 S I
| 1
—/ ((1—m2)2—(—x—1)2)dm—/ = (=3z" + 2% —22) dx
) L2

2 -2
Somit hat der Schwerpunkt von A die Koordinaten (zs,ys) = (130, 1 > = (%, 5—;)
3 3

(b) Es handelt sich um einen geraden Kegel der Hohe 1, dessen Spitze der Ursprung ist und die
Grundfldche der Einheitskreis auf der Ebene der Hohe 1 parallel zur xz-y-Ebene ist. Um das
Volumen vol(B) = [. p ld(z,y, z) zu berechnen, schreiben wir:

B:{(:v,y,z)ER3’$2+y2§22 undOSzgl}
:{(x,y,z €R3‘x2<22—y2 und0<z<1}

:{(w,y, ERB‘ V22 —y2 <z <22 yund—z<y<zund0<z<1}

Das Volumen ist also:
22—y 1 pz
/ld:cy, / / / ldxdydz:/ / 2v/ 22 —y?dydz
B —z z2—y —z
y=#gin(y) / / 2 — 22sin(u)? - z cos(u) dudz

dy=z cos(
1
-y/1 —sin(u)? cos(u) dudz = / 222 / cos(u)? du dz
0

jus
2

:/01222 [;(uanin(u)cos( )] /0122 g 7r/01z2dz

Alternativ kann man die aus der Schule bekannte Formel fiir das Volumen eines Kegels
benutzen: vol(B) = % - 12 -1 = Z. Wir rechnen weiterhin:

= z2—y
/xdmy, // / :cdxdydz—// { ] dydz
B —z Zny —z 2=—~/2 ,yQ
:/ / 0dydz =0,
0 —z
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z27y 1 pz
/ydary, / / / 1dxdydz:/ / 2u\/22 —y2dydz
—z z27y 0 J—=z

- 1
u=zy’ // _mdudz:/ 0dz =0,
0 J—22 0

du=—2ydy

/ (x,y,2 / / / ldxdydz—/ / 2v/ 22 —y2dydz
B —z z2—y —z
y=zsin(u) 2 2
= — 2z2sin(u)? - z cos(u) du dz
g

dy=z cos(u)

1z 1
:/ 2/2 222 \/1 — sin(u)?2 cos(u) dudz:/ 223/ cos(u)? du dz
0o J-z 0 -

1 1 u=3% 1 . 1
= / 223 [(u + sin(u) cos(u))] dz = / 223 . 5 dz = 77/ 23 dz
0 u=— 0 0

[\)

(VB

Somit hat der Schwerpunkt von B die Koordinaten (xs,ys, z5) = (

col 313

):(o,o,g).

wlio
wlo

Aufgabe G41 (Massenberechnung mittels Integration)
Ein Landstiick L ist 10 m x 10 m grof}. Messungen haben ergeben, dass die Bodendichte in %

auf L durch die Funktion p(z,y,2) = 10+ 0, 3zy + 0, 1lyz 4+ 0, 222 gegeben ist. Hierbei bezeichnen
x, 1y horizontalen Koordinaten und z die Tiefe, jeweils in m.

Berechnen Sie die Masse der aus dem Boden zu hebenden Erde, wenn in die Mitte von L ein
quadratisches Loch mit Seitenléinge 6 m und Tiefe 8 m gebohrt werden soll.

Losung: Wir miissen p iiber @ = [2;8] x [2;8] x [0, 8] integrieren. Wir rechnen daher:

8 r8 8
/ plx,y,z)d(x,y,z) = / / / (10+0,3zy +0,1yz + 0,22z2) de dy d=
H 0o J2 J2

8 8
= / / [109: +0,152%y + 0, lzyz + 0, 19322] z;i dy dz
0 J2

8 8
/ / (60 + 9y + 0,6yz + 62) dydz
0 J2

8 —
/ [60y +4,5y% +0,3y%2 + 6yz} z;i dz
0

8

(360 + 270 + 18z + 362) dz = [360z + 270z + 927 + 182%] )
0

30-8427-64 =6768.

Il
N

Die gesuchte Masse betréigt also 6768 kg.
Aufgabe G42 (Kurvenintegrale)
(a) Berechnen Sie [, v - dx fiir die Vektorfelder v : R” — R" und Kurven C' =z : [a;b] — R™:
i. v(z1,22) = (3x1 + 222,221)" und z(t) = (cos(t), —2sin(¢))” mit 0 < ¢ < Z.
ii. v(z1,m2,73) = (v2x3, —7173, )T und x(t) = (cos(t),sin(t),t)T mit 0 < ¢ < 7.

(b) Losen Sie das Kurvenintegral von (a) i. mit Hilfe des Hauptsatzes fiir Kurvenintegrale.
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Loésung;:

(a) Wir erinnern uns an die Formel:

jgv-dx:bléwx@»-x%ﬂdtzilb@&dﬂyx%ﬂ>dt

frem [{C0) ()

/ —3sin(t) cos(t) + 4sin(t)? — 4 cos(t)?) dt

O

/ —3sin(t) cos(t) — 4 (cos(t)® —sin(¢)?)) dt
cos(t)2—sm£f)2:cos(2t) /g(

o

—3sin(t) cos(t) — 4 cos(2t)) dt

0
3 = 3 3
= [—2 sin(t)? — 25in(2t)]t0 =5 0= —5
ii.
- tsin(t) — sin(t) -
/ v-dr = / —tcos(t) |, | cos(t) dt = / (—tsin(t)? — tcos(t)® 4 et dt
C 0 et 1 0

™ 1 t=m 7T2 1 7T2 1
= (~t+eh)dt=|-ct?+e| =—"te+-—1=—"+e" —_.
/O( +e€') [ 5 +e]t:0 2+e —1—2 2+e 5

(b) Das Vektorfeld
v:R? — R?
<3§‘1) (31‘1 + 21’2)
—
T2 21‘1

ist konservativ / ein Gradientenvektorfeld, denn R? ist einfach zusammenhingend und es
gilt: —vg =2= v1 (Integrablhtatsbedlngung) Dazu gehort das Potential / die Stamm-

funktion f(z1, xg) = 7 + 2x129. Dies sieht man entweder mit bloem Auge oder man geht
folgendermaflen vor:

Wegen %f = v = 3z1 + 2x9 st f(z1,22) = [(Bz1 + 229) dzy = % + 2129 + C1(x2) fiir
eine (bezuglich z1) Konstante C(z2), die noch von x9 abhéingen kann.

Wegen 896 [ =wve =2z ist f(z1,22) = [ 221 dag = 2z129 + Co(x1) fiir eine (beziiglich x5)
Konstante Cy(x1), die noch von x1 abhéingen kann.

Wegen % + 2x129 + Ci(x2) = f(x1,22) = 22172 + C2(21) kann man Cj(x3) = 0 und

2 2
Cy(z1) = 39671 wihlen, also f(z1,z2) = 3% + 2x129.
Damit gilt nach dem Hauptsatz fiir Kurvenintegrale:

0 3 3

/Cv-dx:/CVf-dm:f(x<g))—f(z:(O)):f(O,—Q)—f(l,O):2+0—2—0:—2.
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Hausiibung

Beachten Sie, dass dies die letzten Hausiibungen der Veranstaltung sind!

Aufgabe H34 (Integration im R?® mit Hilfe von Kugelkoordinaten) (5 Punkte)
Sei G = {(a:,y, z) € R3| 2 4+y? 422 < 1}. Berechnen Sie mit Hilfe der Transformationsformel
r cos(¢) sin(7y)
und der Funktion g : (0;1) x (0;27) x (0;7) — R3, (r,,v) — [ rsin(p)sin(y) | die Integrale
7 cos(7)

I = [,1ld(z,y,z) und [ = [, /22 +y? + 22 d(x,y, z). Man nennt diese spezielle Transformation
die Tmnsformatzon der Einheitskugel im R3 in Kugelkoordz’naten.

Loésung;:
Um die Transformationsformel von Seite 141 im Skript zu benutzen, miissen wir erst den Betrag
der Funktionaldeterminate berechnen:

cos()sin(y) —rsin(p)sin(7) 7 cos(i) cos()
|det J4(r, p,v)| = |det | sin(p)sin(y)  7cos(p)sin(y)  rsin(y) cos(y)
cos(7) 0 —rsin(y)

o) () Tt
)

—rsin(y) - de cos(yp) sin(y) —rsin(yp) sin(y
(7) - det <sin(cp) sin(y)  rcos(p)sin(y) )

= |cos(7) - (= sin(p)? sin(y) cos(y) — cos()? sin(y) cos(7))]
—rsin(y) - r(cos(<,0)2 sin('y)2 + sin(gp)2 sin(7)2)}

= r%[cos(7) - (—sin(y) cos(v)) — sin(y) - sin(y)?|

=72 | —sin(y) (cos(7)? + sin(y)Q)‘ = 72| —sin(y)| = r?sin(y).

Beachten Sie, dass die letzte Gleichung gilt, weil sin(y) > 0 fiir 0 < < 7. Nun rechnen wir:

2m 2m
I :/ 1d(z,y, z / / / 1-r?sin(y d’ydgpdr—/ / —cos(m) — (—cos(0))) dpdr
2m 1 4
:/7'2/ 2d90dr:/7”2-(2-27r—2-0)d7":/4717*2d7':47r-<—0>=7T
0 0 0 0 3 3

I, = / Va2 +y?+22d(x,y, 2)
G
1 2 pm
= / / / V12 cos(p)2 sin(7y)2 + 72 sin()2 sin(7)2 + r2 cos(v)2 - 2 sin(y) dry de dr
o Jo Jo

1 /27 prw
:/0 /0 /0 \/(008(90)2 + sin(p)?) sin(y)2 + cos(y)2 -7 -7 sm( )dvy dep dr
1 /27 prw
/ / / V/sin(7)? + cos(7)2 - ¥ sin(y) dy dp dr
o Jo Jo

1 27 T 1 27 s
/ / / 3 sin(7y) dy dy dr = / 7"3/ / sin(y) dy de dr
0 0 0 0 0 0
1 27 1 27 1
/ r3/ (—cos(m) — (—cos(0))) dgpdr:/ r3/ 2d<,0d7‘:/ r3-(2'27r—2-0)d7"
0 0 0 0 0
! 1
/ 47T7”3d7“:471"<—0>:71'.
0 4
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Aufgabe H35 (Schwerpunktberechnung mittels Integration) (441=5 Punkte)
Bestimmen Sie den Schwerpunkt von H = Hy; U Hy U Hs aus Aufgabe H33. Wie erhilt man den
Schwerpunkt des Korpers H, den man bekommt, wenn man H um die y-Achse rotieren lésst?

Lésung: Wir wissen von Aufgabe H33, dass gilt: [ g 1d(x,y) = 3m. Wir rechnen nun:

Jrten= [ i@t [z [ zie
H Hsy
(z— 1)2 :c+l cos(y)+1
// wdydm—i—/ / xdydw—i—/ / rdxdy
—7 J—cos(y)—1

:/ :m/l—(a:—l)zdm—i-/ zy/1—(z+1)%dx
0 -2
0
+ [ 5 (eosto) 4177 = (=costa) — 1) dy
0
u:§2/ (u+2)\/1—(u+1)2du+/ zy/1—(x+1) da:—i—/ 0dy
-2

du=dx

:/O(x+2)\/1—(:c+1)2dx+/0 1:\/1—(93+1)2dx:/ (2x +2)y/1— (z+1)%dx
- —2 —2
~(zt1)* /\/l—udu—()

du=2(z+1)d

Man kann sich diese Rechnung auch sparen, wenn man argumentiert, das der Schwerpunkt von
H die z-Koordinate 0 haben muss, da H achsensymmetrisch zur y-Achse ist. Jetzt rechnen wir:

/Hyd(x,y) / yd(z, y)+/ yd(z, y)+/ yd(z,y)
2
1 (z— 1)2 a:+1 cos(y)+1
// ydydaz+/ / ydydw—l—/ / ydz dy
—7 J—cos(y)—1

JETT e T

dx

2

2

y=0 y=0

0
+ / (y cos(y) +y + y cos(y) + ) dy

—T

21— (- 1)? C1—(z+1)? ’ "
:/ (‘g)dm_i_/ (Q;Jr)dx—i-/ 2ydy+/ 2y cos(y) dy
0 -2

I 0 1— 1 2 0 1— 1 2
== 2/ (u+>du+/ =@+,
du=dx J_o 2 _92 2
21y=0 =0 =0
+ [y, + Rysin(y)]y =2 — 2sin(y) dy
Yy=—"
01— 1) 01— 1)
:/ (ij)dx—k/ ﬂdm—w2+0+(2cos(0)—2cos(—7r))
9 2 9 2
0 1— 1)2 1— 1)2 0
:/ (z+1)7+ (z+1) d:v—7r2+4:/ (—m2—2a:)dx—7r2—|-4
—92 2 -2
3 x=0
z[—x—xz] —7T2+4:O—(8—4>—7T2+4:16—7r2.
3 r=-—2 3 3
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16 _ 2
Somit hat der Schwerpunkt von H die Koordinaten (zs,ys) = (%, 33: ) = (0,—-0,4813...).
Der Schwerpunkt von H ist (0,—0,4813...,0), da H rotationssymmetrisch zur y-Achse ist.
Aufgabe H36 (Kurvenintegrale) (3+2=>5 Punkte)
(a) Berechnen Sie [ v -dx fiir die Vektorfelder v : R" — R"™ und Kurven C' = z : [a; 0] — R™:

i. v(z1,22) = (22 cos(z122), 21 cos(z122))T und z(¢) = (¢, 1)T mit 0 <t < 5

T
. v(xy,xe,x3) = (332 In(x3), —z1 In(z3), 22> und x(t) = (t,t%,eH)T mit 0 <t < 1.

3

(b) Losen Sie das Kurvenintegral von (a) i. mit Hilfe des Hauptsatzes fiir Kurvenintegrale.

Losung:

(a) Wir erinnern uns an die Formel:

/Cv-d;v:/abv(x(t))-a:'(t)dt:/ab (o(a (), 2/ (1)) dt.

ii.

(b) Das Vektorfeld

v:R? — R?
1 x9 cos(z1x2)
—

x9 x1 cos(z122)
ist konservativ / ein Gradientenvektorfeld, denn R? ist einfach zusammenhingend und es
gilt: 8%1“2 = cos(z1x2) —x129 sin(T122) = 8%2”1 (Integrabilitdtsbedingung). Dazu gehort das
Potential / die Stammfunktion f(z1,z2) = sin(z1x2). Dies sieht man entweder mit bloflem
Auge oder man geht folgendermaflen vor:
Wegen %f = vy = z9cos(z122) ist f(z1,22) = [ 22 cos(z122) dzy = sin(z122) + Oy (x2) filr
eine (beziiglich x;) Konstante C(z2), die noch von xy abhéngen kann.
Wegen %f = vy =z cos(z122) ist f(z1,22) = [ 21 cos(x122) dry = sin(z122) + C(zq) filr
eine (beziiglich z5) Konstante Cy(x1), die noch von z; abhéingen kann.
Wegen sin(z122) + Ci(x2) = f(x1,22) = sin(z122) + Co(z1) kann man Cj(z2) = 0 = Ca(21)

wiéhlen (aber auch Cj(x2) = ¢ = Ca(xq) fiir jedes andere ¢ € R), also f(x1,z2) = sin(x122).
Damit gilt nach dem Hauptsatz fiir Kurvenintegrale:

/Cu-da: - /CVf-da:: f(a: (g)) ~ f(2(0)) = f (gl) ~ £(0,1) = sin (g) ~sin(0) = 1.



