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Gruppeniibung

Aufgabe G36 (Multiple Choice)

(a) Der Gradient ist fiir Skalarenfelder definiert.
Der Gradient ist fiir Vektorfelder definiert.
Die Rotation ist fiir Skalarenfelder definiert.

Die Rotation ist fiir Vektorfelder definiert.

O X OORKX

Die Divergenz ist fiir Skalarenfelder definiert.

X

Die Divergenz ist fiir Vektorfelder definiert.

X

Der Laplace-Operator ist fiir Skalarenfelder definiert.

O

Der Laplace-Operator ist fiir Vektorfelder definiert.

=
X

Stetige Funktionen sind auf kompakten Intervallen integrierbar.

Stetige Funktionen sind immer integrierbar.

0o O

Die Transformationsformel im R? lautet
/A F (@) d(z,y) = /B F(g(u,v)) - det Ty(u,v) d(u,v)

fir A, B C R?, stetiges f : A — R und g : B — A stetig differenzierbar und bijektiv.

Die Transformationsformel im R? lautet
[ e = [ fotuo)- et gy o) diuo)

fir A, B C R?, stetiges f: A — R und g : B — A stetig differenzierbar und bijektiv.

Loésung:
(a) Siehe Seiten 127 ff. im Skript.
(b) (i) Siehe Satz 8.1 auf Seite 130 im Skript.
(ii) Das Integral [ 2? dz existiert nicht, da es beliebig groB wire. (Unendlich ist nicht als

Wert eines Integrals zugelassen.)
(iii) + (iv) Siehe Seite 141 im Skript.
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Aufgabe G37 (Jacobi-Matrizen und Kettenregel)
(a) Bestimmen Sie von folgenden Funktionen die Jacobi-Matrix:

fi: R =R fi(x,y) = 2wy — v, sin(x) + y, cos(zy))”,
f2 : Rg - RQa fQ(xaya Z) = ( 2Z - y2371n(xyz))T7 f3 : ]R4 - Rv fS(w7377y72) =2y - ez,

(b) Was ist der Unterschied zwischen dem Gradienten und der Jacobi-Matrix einer Funktion?

(c) Seien f:R? — R% f(z,y) = (2?> —zy,v +3°)T und g : R — R?, g(z) = (2,2)T. Bestimmen
Sie J(foq)(7) auf zwei Arten und Weisen: einmal direkt, indem sie (f o g) bilden und dann
die partiellen Ableitungen berechnen und einmal mit Hilfe der Kettenregel:

Tipoq)(2) = T1(9(2)) - Tg(2).

Losung:

(a) Wir bilden alle partiellen Ableitungen aller Teilfunktionen und schreiben Sie an die richtigen
Stellen der Jacobi-Matrizen:

2y 2x — 2y

20z —2z3 1 — 3yz?
Jpn =1 cos(z) 1 s Ip = ( 101 P ) ;
—ysin(zy) —xsin(xy) z y z

T, = (x2y2z CeWTE L (y +way?z) - eVE ) (x4 wrlyz) - eVTE waly? - e“””yz) .

(b) Der Gradient kann nur von Funktionen R™ — R gebildet werden, die Jacobi-Matrix von
Funktionen R™ — R fiir alle m € N. Hat man eine Funktion f: R™ — R, so ist Vf einfach
nur die Transponierte von 7, 2

(c) Wir bestimmen direkt: fog: R — R2, 2+ (22 — z- 2,24+ 22)T = (0,2 + 23)T. Deswegen ist

0 0
L7(fog)(z) = <1 +322> ) also t7(fog)(7) = (148) :

Alternativ berechnen wir zunéchst die Jacobi-Matrizen von f und g:

Jr(x,y) = <2‘T1_y ;yﬁ) Tg(2) = G)

Nach der Kettenregel gilt:
T =7 1 0
\7(fog) (7) = jf(g(7)) : jg(7) = jf(7’ 7) ’ ‘79(7) = 1 147 : 1 = 148 .

Aufgabe G38 (grad, div, rot, A)
Wir wiederholen kurz einige Begrifflichkeiten. Seien dafiir f : R® — R, (z,v, 2) — f(x,¥,2) und
v:R3 = R3 (z,y,2) — (vi(z,y,2),v2(z,y, 2),v3(2,9, 2))T. Dann definieren wir:

e Der Gradient von f ist grad f = Vf = (fu, fy, f2)T : R — R3,

e Die Divergenz von v ist divv = 0,v1 + Oyva + 0,v3 : R3 — R.

e Die Rotation von v ist rotv = (Oyvs — O,v2, 0,v1 — Opv3, Oyv2 — 8y111)T :R3 — R3.
e Laplace von f ist Af = 0,0, f + 0,0, f + 0.0.f : R> - R.

Nun wollen wir einige Rechenregeln mit diesen Symbolen zeigen.
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Ox
(a) Fiir divov schreibt man oft auch V - v. Begriinden Sie dies, indem Sie V = | 9, | schreiben
0
und - als Standard-Skalarprodukt im R? lesen.
Or
(b) Fiir rotv schreibt man oft auch V x v. Begriinden Sie dies, indem Sie V = | 9, | schreiben
0

und x als Kreuzprodukt im R? lesen.
(c) Zeigen Sie, dass gilt: V x (Vf) = rot(grad f) = 0 € R3.
(d) Zeigen Sie, dass gilt: V - (V x v) = div(rotv) =0 € R.
(e) Zeigen Sie, dass gilt: V- (Vf) = div(grad f) = Af. Daher schreibt man manchmal: V2 = A.
Loésung:

(a) Das Standard-Skalarprodukt im R? ist die Summe der Produkte der einzelnen Komponenten:
al b1 al b1
az | b2 ] = < az |, | b2 > = a1b1 + az2by + azbs.
as b3 as b3

Daher erhalten wir:

Oy V1
Vev= 1[0y | |v2| = 0wv1 + yvs + 0,v3 = divw.
az V3

(b) Das Kreuzprodukt im R? ist folgendermafien definiert:

ay by asbz — azbe
a9 X bQ = a3b1 — a1b3
as b3 aiby — azby
Daher erhalten wir:
8x (%] 8yv3 - 82”2
Vxv= |0y | x |va]| = | 0.v1 —Opv3 | =roto.
82« V3 895112 — ay1)1
(c) Wir rechnen:
Oy O f 0y0.f — 0.0y f 0
Vx(VF)=|0y | x | 0yf | = | 0:0.f —0:,0.f | = [0
0, 0. f 0.0y f — 0yO, f 0

Die Eintrége verschwinden alle nach dem Satz von Schwarz.
(d) Wir rechnen:
83; ay?)g, - 821)2

V- (Vxov)= [0y |- |0.v1 — 03
az az'l)g - 8y1)1

= axayvg — 0,010 + ayaz’l)l — (9y(9m1)3 + 0,0,v9 — 828yv1 =0.
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(e) Wir rechnen:

O Or f
V-V =0, | | 0,F | = 0:0uf +0,0,f + 0.0.f = AF.
0. 0:f

Aufgabe G39 (Integration iiber Normalbereiche, Transformationsformel, Polarkoordinaten)

(a) SeiN:{(x,y)ERQ}—\/l—y2§x§%+% und —1§y§1}.
i. Skizzieren Sie N. Um welchen Typ Normalbereich handelt es sich hier?
ii. Berechnen Sie [y 2zyd(z,y).

(b) Berechnen Sie das Integral

e 2242 p
|, S )
mit Hilfe der Transformationsformel und der Funktion

g:Rso x (0;27) — R?, (r, @) = <:Z?§((z))> '

Man nennt diese spezielle Transformation die Transformation in Polarkoordinaten des R?.

Losung:

(a) i

I

N ist ein Normalbereich vom Typ II.



11. Ubung Mathematik II fiir BI, MaWi, WI(BI), AngGeo

ii. Wir rechnen:
1 %+% 1 9 z_£+l
20y d(z, :// 2y dx d :/ oyl 2?2 d
/Ny(y) e dedy= [

1 12 1 y3 y2 y .
= ) o= =y dy = LR SR A 3) g
/_1<( +2>y (1—y7 )y | dy /_1<4+2+4 y+y> y

4

=1
N A A S A LR S S
66 8 2 4 ‘

IS

y=-1

(b) Um die Transformationsformel von Seite 141 im Skript zu benutzen, miissen wir erst den
Betrag der Funktionaldeterminate berechnen:

et 7o) = et (7)Y | rcos(i? + rsin(?| = rl =

Nun rechnen wir:

1
r2 cos(p)24r2 sin(p)2

e w2+y? p e p
/Rz @22 YT [ oo (Peos(@? 1 s A e)

—7%2 [e) 21 2
:/ € 1 'rdgodr:/ / ¢ 7l crde | dr
Rso J(0:27) T 0 0 T

2 00 o 5:% 0 00
= 7r/ s—dt = 7T/ —e %ds = 7T/ e °ds
dt=2rdr 0 t ds:—t%dt 0o 0

=7 lim [T =7 ( lim —e 7 — (—eo)) =7 (0+1)=m.

R—o00

Hausiibung

Aufgabe H31 (Jacobi-Matrizen und Kettenregel) (3+2=>5 Punkte)
Seien f:R?® = R, (w,z,y) — wz — 2y +wyund g: R — R3 2+ (2, —2,2%)7T.
Bestimmen Sie jeweils auf zwei Arten und Weisen:
(a) (f og)'(l) = ~7(fog)(1)‘
(b) j(gof)(l, 2,0).

Loésung: Wir berechnen zunéchst die Jacobi-Matrizen von f und g¢:

1
jf(w,w,y)=($+y, w—-yY, —3:+w), jg(z): —1
322

(a) Nach der Kettenregel gilt:

(fog),(l) = \7(f0g)(1) = jf(g(l)) ) ‘-79(1) = jf<17 —-1,1)- J9<1)
1
=0 0 2)-(-1)=0-140-(-1)+2-3=6.
3
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Alternativ bestimmen wir direkt: fog:R — R, 2z — —2z2 + 22%. Deswegen ist
(f 0.9 (2) = Tigoq) () = =22+ 82%, also (£ 0 g)(1) = Tpup(1) = —2+ 8 = 6.
(b) Nach der Kettenregel gilt:

\7(gof)(1, 2,0) = J,(f(1,2,0)) - J5(1,2,0) = Jy(2) - T¢(1,2,0)

1 2 1 —1
=(-1]-(21 -1)=(-2 -1 1
12 24 12 —12

Alternativ bestimmen wir direkt:

gof:R¥—R3

w wT — TY + Wy
T || —wr+zy—wy
y (wr — zy + wy)?3
Deswegen ist J(go ) (w, ,y) =
x+y, w — v, —r+w
—z—v, —w +y, r—w

3(wr — 2y +wy)?(z +y) 3(wr —zy +wy)(w—y) 3(wzr —zy +wy)*(—z + w)

Also ist
2 1 —1 2 1 -1
Tlgor)(1,2,0) = | =2 -1 1 = (-2 -1 1
3-22.2 3.22.1 3-2%.(-1) 24 12 —12
Aufgabe H32 (Integration im R?) (342=>5 Punkte)

(a) Sei I ={(z,y) eR?*: 1 <2 <2und 3 <y <5} und f(z,y) = cos(2rz)e?
i. Warum existiert das Integral [, f(z,y)d(z,y)?
ii. Berechnen Sie fl f3 x,y) dy dx und f3 fl x,y) dx dy.

(b) Berechnen Sie

d 223 )
. In(zy*) dy.

Losung:

(a) 1. Die Menge I ist ein kompaktes Intervall, f ist stetig auf I, also existiert das Integral.

ii. Es gilt
/ [/ cos(2mz)ed? dy} dx —/ cos(2mx) [3633/] dx
1 L3 1

2
/ cos(2mx) d
1

1 =2
[ sin(27x) } =0
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und

57 2 5 1 z=2 5
/ [/ cos(2mz)e>? dx} dy = / e [ sin(27r:c)] dy = / e . 0dy = 0.
3 1 3 2 z=1 3

Die zweite Rechnung kann man sich auch sparen, da nach dem Satz von Fubini gilt:
5 (2 2 5
f3 fl f(:::,y) dxdy = fl fg f($7y) dydm-
(b) Wir benutzen die Formel von Seite 131 im Skript:

23

d 223
. In(zy?) dy = / (0xIn(zy?)) dy + In(z(22°)?) - 62° — In(za?) - 1
x Z‘2m3
= / —dy + In(4z7) - 62% — In(x®)
. T
93
= % . % + (In(4) + 7ln(z)) - 622 — 31n(z)
=22% — 1+ (In(4) + 7In(x)) - 622 — 31n(z).
Aufgabe H33 (Flicheninhalt- und Volumenbestimmung) (34-2=5 Punkte)

(a) Es seien:
le{(w,y)6R2\0§x§2undogyg 1_(95_1)2}
HQ:{(%y)GRZ‘_QSLL’SOundOﬁyS 1_(x+1)2}
Hz = {(z,y) € R*| —cos(y) —1 <z <cos(y) + 1 und —7 <y <0}.

i. Skizzieren Sie Hi, Hy und Hj in ein gemeinsames Koordinatensystem.

ii. Sei H = H; U H3U Hs. Berechnen Sie den Flicheninhalt von H als Integral [, 1d(x,y).
Hinweis: Sie kénnen benutzen, dass gilt: [ cos(t)?dt = (¢ + sin(t) cos(t)).

(b) Berechnen Sie das Volumen der oberen Einheits-Halbkugel im R3, indem Sie die Funkti-
on f(z,y) = \/1— (22 +y?) iiber die Einheitskreisscheibe D? = { (z,y) € R?|2? + y* < 1}
integrieren. Hinweis: Benutzen Sie auf D? eine Transformation in Polarkoordinaten mit

g+ (0;1) x (0;2m) — R?, (r,0) = (Zﬁf((i))) |

Losung:

(a) i. Die blaue Fliche ist Hj, die rote Hy und die griine Hs:
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-4

[ o - S - N "

ii. Esist [ 1d(z,y) = [y, 1d(2,y) + [y, Ld(z,y) + [4, 1d(z,y). Wir rechnen:

/Hlm(:c,y):/z/ 1_(x_1)21dyd:v:/ W=y Y e

/\/1— (x —1)%2dx @=1sin(t / v/ 1 —sin(t)? - cos(t
tdt J g /2

dr=cos(

2
7/ .

_ /_ sty B(Hsin(t) cos(t))] =T (_Z) -7

—m/2

Aus Symmetriegriinden gilt: [, 1d(z,y) = [, 1d(z,y) = §. Man kann aber auch
J 1, 1d(z,y) explizit wie oben ausrechnen. Schliefilich rechnen wir:

cos( 0
/ ld(z,y) = / / 1 dr dy = / (2cos(y) + 2)dy = [-2sin(y) + Qy]y__Tr
Hs —7 J — cos( —r
=0-—(— = 27T

Also ist der Flicheninhalt des Herzes [, 1d(z,y) = § + 5 + 27 = 3.
(b) Wir wissen schon aus G39 (b), dass |det Jy(r, ¢)| = r gilt. Nun rechnen wir:

[ V=G - [ VI— (Zcos(@ 1 2 cos(@)P) - rd(r. 0)
D2 (0;1) % (0;2m)
:/ V1=r2-rd(r, )
(0;1)x (0;2m)
1 2 1
:/ < \/1—r2-rd<p) d’l":ﬂ'/ V1—1r2.2rdr
0 \Jo 0

0 3170 2
—1_m2 2
t=1-r 7r/ _tédtzﬁl—?)] = . <0_ <_>>
dt=—2rdr 1 5 3

t=1




