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Gruppeniibung

Aufgabe G28 (Multiple Choice)
Bei den folgenden Aufgaben kénnen auch mehrere Antworten richtig sein.

(a) Entscheiden Sie, welche der folgenden Behauptungen fiir eine Funktion f : R — R immer
stimmen:

g
n

Wenn f in a € R differenzierbar ist, dann ist f in a € R auch stetig.
Wenn f in a € R stetig ist, dann ist f in @ € R auch differenzierbar.
Wenn f auf R differenzierbar ist, dann ist f auf R auch stetig.
Wenn f auf R stetig ist, dann ist f auf R auch differenzierbar.

(b) Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

g

Stetige Funktionen besitzen immer ein Minimum und ein Maximum.

Stetige Funktionen besitzen auf kompakten Mengen immer ein Minimum und ein Maxi-
mum.

Stetige Funktionen besitzen auf kompakten Mengen immer genau ein Minimum und
genau ein Maximum.

Die offene Einheitskreissscheibe D? = {(m, y) € R /22 + 42 < 1} ist kompakt.

Der Einheitskreis St = {(m, y) € R?|\/22 + 42 = 1} ist kompakt.

Der Einheitskreis S' ist die Hohenlinie einer stetigen Funktion.

(c) Entscheiden Sie, welche der folgenden Behauptungen fiir eine Funktion f : R”™ — R immer

stimmen:

g

O

Losung:

Die partielle Ableitung von f(z,y) = €Y + z nach z ist f,(z,y) = 2e2*Y + 1.

Der Satz von Schwarz lautet f,, = fy, und gilt fiir alle stetig partiell differenzierbaren
Funktionen.

Der Gradient grad f(z) = Vf(z) von f an einer Stelle 2 € R" ist eine Zahl in R.
Der Gradient grad f(x) = Vf(z) von f an einer Stelle 2 € R" ist ein Vektor im R".
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(a) (i) + (iii) Dies ist die Aussage von Satz 3.1.
(ii) + (iv) Als Gegenbeispiel dient hier die Betragsfunktion f(x) = |x|.
(i) +

i) + (iii) Die Funktion f(x,y) = 22 —y? besitzt auf R? kein Maximum, denn zum Beispiel fiir
y = 0ist lim, .o f(z,y) = oo und auf der kompakten Menge S' = {(CL’, y) € R?|\ /22 4+ 92 = 1}

besitzt sie an den Stellen (1,0) und (—1,0) uneindeutige Maxima.

(ii) Dies ist die Aussage des Satzes vom Minimum und Maximum.

(iv) Die Menge D? ist nicht kompakt, da sie nicht abgeschlossen ist: Der Punkt (1,0) ist ein
Randpunkt von D? (jede Scheibe um (1,0) hat eine Schnittmenge mit D?, liegt aber niemals
ganz in D?), aber (1,0) gehort selber nicht zu D2

(v) Die Menge S' ist der Rand der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe, also durch jene
beschriinkt. Ferner ist jeder Punkt von S' ein Randpunkt von S! und es gibt keine anderen
Randpunkte, also ist S' auch abgeschlossen, mithin kompakt.

(vi) Die Menge S! ist die Hohenlinie der Funktion f(z,y) = /22 + y2 zur Hohe 1.

(¢) (i) Nachrechnen: z ist die Variable und y eine Konstante.
(ii) Der Satz von Schwarz gilt nicht fiir alle stetig partiell differenzierbaren Funktionen,
sondern fiir alle zweimal stetig partiell differenzierbaren Funktionen.
(iii) + (iv): Siehe Definition.

(b)

Aufgabe G29 (Partielle Ableitungen)
Berechnen Sie jeweils die partiellen Ableitungen fu, fy, fze, fyys foys fya:

(a) f:R? =R, f(x,y) = 22y% + 222y.

(b) f:RXRso— R, fz,y) = zIn(y).

(¢) f:R%2 =R, f(z,y) = @Y 4 33,
Losung:

(a) fo=20+4ay; fy=day+20?  foo =4y Sy =405 fay = fo =4z + 4y
(b) frzln(y); fy:§§ fazz = 0; fyy:_y%; fzy:fyz:i

(€) fo=eWeos(a)y + 4% fy = eWsin(x) + 3wy

foz = @Y cos(1)2y? — @ sin(2)y;  fyy = SN sin(x)? + 6zy;
foy = fye = @ sin(z) cos(x)y + @V cos(x) + 3y2.

Aufgabe G30 (Satz von Schwarz anwendbar?)
Gegeben sei die Funktion

W@ iy (2, y) £ (0,0)
2 - _ z2+y2 ’ ’
[:R* =R, f(z,y) {0 ! fiir (z,y) = (0,0)

(a) Ist der Satz von Schwarz anwendbar fiir f in (z,y) # (0,0)?
(b) Berechnen Sie %(w,y) = fz(z,y) und g—f;(x,y) = f,(z,y) fiir alle (z,y) € R%

(c) Berechnen Sie fy,(0,0) = 6%%(0, 0) = (%261;(0, 0) = limy, M und vergleichen Sie

. 2 . _
mit fry (0,0) = 255(0,0) = Z2£(0,0) = limj, o LOLZLED,

(d) Ist der Satz von Schwarz anwendbar fir f in (z,y) = (0,0)?

Losung:

(a) Der Satz von Schwarz ist fiir f in (z,y) # (0,0) anwendbar, da f dort der Quotient beliebig
oft differenzierbarer Funktionen ist (und der Nenner nie Null wird), also ist f zweimal stetig
partiell differenzierbar. Also gilt fyy,(z,vy) = foy(z,y) fir (z,y) # (0,0).
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(b) Fiir (x,y) # (0,0) gelten

fo(z,y) = (y(a® —y?) +ay - 22) - (J’Qﬂ/z) —ay(z? —y?) - 2
X ) — (I

22 — 2 — 2 - - ol 2.
fy(@,y) = (y(@” = y") — 2y 23/() (? +):L/) y@® —y*) -2

9

Ferner gelten fiir z,y € R:

fol2,0) = ’lllg% h h—0 (z +h)2

0y~ 1O =

1) = i FOLEE < i V)
@) = J@0) e

ol 0) =ty HEEREIE < g * 5 E <

_ i SOy +h) —f0,y) . B

Fu(0v) = ixy h gl Yo

Es féllt auf, dass f in (0,0) sowohl nach x als auch nach y stetig partiell differenzierbar ist
(c) Wir rechnen:

Fon(0,0) = Jimg SOOIV ZLe0.0)_ g TR0y
Fay(0,0) :]yn%f u(h, )h £,(0,0) _ %in%ﬂ B

Also ist fy(0,0) # f2y(0,0).

(d) Wire der Satz von Schwarz anwendbar fiir f in (z,y) = (0,0), so wére f,,(0,0) = fzy(0,0),
was aber nicht der Fall ist. Das Problem ist, dass f in (0,0) nicht zweimal stetig partiell
differenzierbar ist.

Aufgabe G31 (Totale Ableitung und lineare Approximation)
Gegeben sei die Funktion f : R? — R, f(z,y) = €™ +sin(r(z — y)).
(a) Begriinden Sie, warum f an jeder Stelle (z,y) € R? total differenzierbar ist.
(b) Bestimmen Sie die totale Ableitung, die in diesem Fall der Gradient V f(z,y) ist, an den
Stellen (z,y) = (1,0) und (z,y) = (0,1).

(c) Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene, die den Graphen von f an der Stelle (0,0) am besten
approximiert.

Losung:

(a) Esist f als Funktion von z und von y die Summe beliebig oft differenzierbarer Funktionen
auf ganz R?, also insbesondere stetig partiell differenzierbar und somit nach Satz 7.4 total
differenzierbar.

(b) Wir bilden die partiellen Ableitungen: f, = e*¥-y+m cos(n(z—y)), fy, = e"™¥-x—n cos(m(z—y)).
Somit ist der Gradient allgemein: V f(z,y) = (e - y + 7 cos(w(z — y)), €Y - & — m cos(w(z — y)))*
und speziell: Vf(1,0) = (—m, 1+ )7, V£(0,1) = (1 — 7, +m) .

(c) Die entsprechende Ebene ist gegeben durch (siehe Seite 97 im Skript):

2(z,y) = £(0,0) + V£(0,0)" <<§> - (8)) =1+ (m,—7) (i) =1+ 7z — .
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z

Graph von £
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Hausiibung

Aufgabe H26 (Partielle Ableitungen) (343=6 Punkte)
Berechnen Sie jeweils die partiellen Ableitungen fu, fy, fz, fze, fyy, f22, fays fyzs fozt

(a) f:R® =R, f(z,y,2) =23+ 3 + 23 + 2%y + 222 + 2y + 9?2 + 222 + y22 + 2y2.
(b) f:RxRsgXxRso—R, f(z,y,2) =xIn(yz) — ze®’Y’.

Losung:

(a) fo =322 +2zy+2x2+y> + 22 +yz; fy, =3y + 2%+ 22y +2yz + 22 + 223
[:=322 4+ 2%+ 9y? + 222+ 2yz + 2y;  fou = 62+ 2y + 225 fy, = 6y + 22 + 22;
froz=62+224+2y; foy=220+2y+2 fy.=2y+224+x; fr.=22+22+y.

(b) fo=In(yz) — 3x2y2zez3y2; fy= % — 2x3yze”’3y2; f. = g — 635392;
2 2

fre = —6xy2zex3y2 — 9$4y4zex3y s Sy = —ﬁ — 2232e7"Y" — 4x6y2zez3y2;
foo= =255 fay = §—62%yze™V —62yP2em VY fo = —2aPye™ V' f,, = 1-3a%yem v,
Aufgabe H27 (Totale Ableitung) (14-342=6 Punkte)

Gegeben sei die Funktion f : R3 — R, f(z,vy,2) = cos(m(zyz)) — nz?y?z — 1.
(a) Begriinden Sie, warum f an jeder Stelle (z,y,2) € R3 total differenzierbar ist.
(b) Bestimmen Sie die totale Ableitung an der Stelle (z,y,z) = (1,1,1).

(c) Bestimmen Sie die lineare Approximation von f an der Stelle (1,1,0).

Loésung;:

(a) Es ist f als Funktion von z und von y und von z die Summe beliebig oft differenzierbarer
Funktionen auf ganz R?, also insbesondere stetig partiell differenzierbar und somit nach Satz
7.4 total differenzierbar.

(b) Wir bilden die partiellen Ableitungen:

fo = —myzsin(n(zyz)) — 2nay’z;  f, = —mrzsin(n(zyz)) — 2ra’yz

f. = —maysin(n(zyz)) — mz’y>.

Somit ist der Gradient allgemein:

—myzsin(n(zyz)) — 2wy’ 2> —27
Vi(z,y,2) = | —mzzsin(r(ryz)) — 2rz?yz? | und speziell: V£(1,1,1) = | —2x
—maysin(r(zyz)) — mrly? -7

(c) Die lineare Approximation ist gegeben durch:

x 1 z—1
w(x,y,z) :f(15150)+vf(171)0)T 8 1 :O+(070777T) y_l =Tz
z 0 z
Aufgabe H28 (Anwendung der totalen Ableitung: Newton-Verfahren) (142+4=T7 Punkte)

Wir wollen einen Schnittpunkt zweier Ellipsen mit Hilfe des Newton-Verfahrens im R? approximie-

ren. Gegeben seien die beiden Ellipsen F' und G durch die Gleichungen f(x,y) = §+% —-1=0
undg(az,y):%+%7120.

(a) Skizzieren Sie beide Ellipsen in ein gemeinsames Koordinatensystem.
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(b) Bestimmen Sie die Gradienten V f(z,y) und Vg(z,y).

(c) Das Newton-Verfahren im R? verlduft folgendermafien: Wenn man (xy,yx) hat, bestimmt
man erst Ax und Ay, indem man die lineare Approximationen fiir f und g einsetzt:

f(@r+1, k1) = 0= f(r, y) + fo(@r, ye) Az + fy(zr, yu) Ay
und g(T41, Yet1) = 0~ g(zk, yr) + 9o (Tr, Yr) Az + gy (T, Yr) Ay

und dann das resultierende lineare Gleichungssystem 16st:

<fx($k,yk) fy(xk»yk>) <A$> _ (-f(il%,yk)> _
9o (T yk)  9y(Tryk) ) \Ay —9(@k Yr)
Man erhélt dann (241, yYk+1), indem man (xg, yx) + (Az, Ay) rechnet.

Starten Sie mit (xg,yo) = (0,0) und bestimmen Sie die Ndherung (x2,y2) fiir einen Schnitt-
punkt von F' und G.

Loésung:

(a)
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() Vi) = (5. 2052) 1 Vglay) = (2D 151)

(c¢) Das erste zu losende lineare Gleichungssystem lautet:
9:(0,0) g4(0,0)) \Ay/) — \—9(0,0) —  \g/zs —172) \ay) ~ 0,50

. Az\ _ (-0,11 _ (=) o (0-011\ _ (=011
Ay) T\ —1,25 yi) \0—1,25) " \-1,25)"

Das zweite zu losende lineare Gleichungssystem lautet:
fz(—0,11,-1,25) f,(-0,11,-1,25)\ [Az\ [—f(-0,11,—1,25)
9(—0,11,-1,25) ¢,(-0,11,-1,25) ) \Ay/)  \—g(—0,11,—1,25)
—0,055 —0,7222\ (Az\ ([ —0,177
0.2848 —1,125 Ay)  \—0,3924
. Ar\ _ (-0,31 (72 & -0,11 -0,31\  [—0,42
Ay) "\ 0,27 o) \—=1,254+0,27)  \-0,98/"

Wie man in der Skizze erkennen kann, ist (—0,42, —0,98) auch eine gute Néherung fiir den
yunteren“ Schnittpunkt.



