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Gruppeniibung

Aufgabe G20 (Multiple Choice)
(a) Suchen Sie in Threm Skript die Definition fiir eine orthogonale Matrix. Welche der folgenden
Eigenschaften erfiillen orthogonale Matrizen?

Sie A € R™*™ orthogonal, dann gilt A=t = AT

[0 Die Spalten der Matrix bilden keine Basis des entsprechenden Vektorraums R™.
Die zur Matrix zugehorige lineare Abbildung erhélt die Lénge von Vektoren.
Jeder Spaltenvektor in der Matrix hat Lénge 1.

O Sie A € R™*" orthogonal, dann ist auch A + AT wieder orthogonal.

(b) In Threm Skript finden Sie verschiedene Kriterien fiir die Diagonalisierbarkeit von Matrizen.
Welche der folgenden Matrizen sind sicher diagonalisierbar?

° (0 1)

1 2 3
X [0 4 5
0 0 6
1 79 2
7T 3 5 4
9562
2 4 2 13
0 0
# (00
210
o110 2 0
00 3
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Aufgabe G21 (Orthonormalbasis, Koordinaten eines Vektors)
Zeigen Sie, dass die Vektoren

1 1
V2 0 V2
v = 0 , va=1[ 1 1], und wv3= 0 ,
1 0 _ 1
V2 V2
eine orthonormierte Basis des R? bilden. Geben Sie die Koordinaten des Vektors
1
v = 2
3

in Bezug auf die gegebenen Basisvektoren an.

Losung: Es gilt:

V1 - Vg = 0
v1-v3 =0 » = wv1,v9,v3 sind paarweise orthogonal.
Vg - V3 = 0
Es gilt ferner:
1,1
|’U1’ 5 + 5 =1
lva] = 1 = v1, U2, v3 sind normiert.
1,1
Wegen
1
7 (a1 +a3) 0
a1V + v + a3vg = (e%) =10
1
ﬁ (041 — Oz3) 0

Sap=ar=a3=0

sind v, vo, v3 linear unabhéngig.
Es folgt also, dass v1,v9, v3 eine orthonormierte Basis des R? bilden. Daher gilt

v = (v1-v)vr+ (v2-v)va+ (vs-v)vs
1 3 1 3
- <ﬂ+ﬂ)vl+2v2+<ﬂ_ﬂ>v3
= 2\/51)14-21)2—\/51)3.

So konnen wir den Vektor v nun in Bezug auf die Basis B = {v1, v, v3} folgendermaflen angeben:

2v2
2
-vz/],

Aufgabe G22 (Quadriken, Hauptachsentransformation, Kurventypen)

Sei
3 -1 0 —2v/2 3
A=|-1 3 0], b=[ 2v2 und 0:5.
0 0o -2 2

Von welchem Fléichentyp ist die Losungsmenge der quadratischen Gleichung

2T Az + b7z +c =07
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Losung: Die Matrix A hat die Eigenwerte 2, 4 und —2 mit den normierten Eigenvektoren ¢; =
%(1, 1L,0)T, o = %(—1, 1,0)" und c3 = (0,0,1)T. Sei C = (c1,¢2,¢3) und d = CTb = (0,4,2)7.
In den neuen Koordinaten y1, y92, y3 beziiglich der Basis ¢y, c2, c3 lautet die Gleichung dann

3
2ﬁ+4£—2ﬁ+4m+2%+5:0.

Mit Hilfe zweier quadratischer Ergédnzungen erhélt man:

1 1 1 3 1\2 1
29%+4<y§+y2+4>—1_2(3/§_3/3+4)+2+2:2y%+4<y2+2> —2<y:3—2>+1

Fiihrt man neue Koordinaten z1 := y1, 22 := y2 + % und z3 := y3 — % ein, ergibt sich die neue
Gleichung
9,2 2 2 _
Zl +422 — 2Z3 = —1,

aus der sich ablesen l48t, dafl es sich bei der Losungsmenge um ein zweischaliges Hyperboloid
handelt. Siehe auch Skript Seite 82.

Aufgabe G23 (Hauptachsentransformation)
Betrachte die durch
377 4 2z179 + 373 + 1221 + 429 +1=0

beschriebene Menge im R2. Schreibe diese Gleichung als 27 Az + T2 = ¢ und fithre die Haupt-
achsentransformation durch. Um was fiir ein geometrisches Gebilde handelt es sich?

Loésung;:
. . . (3 1 7 12 . . 31 .
Die Gleichung ist x 1 3 T+ 4 = 1. Die Eigenwerte von 1 3 sind 2 und

4. Wihlt man die Eigenvektoren (1,—1)7 bzw. (1,1)7, so erhilt man beziiglich des (ebenfalls
orthogonalen, aber um den Faktor V2 gestreckten) Koordinatensystems y; = 1 —x2,y2 = o1+ 2
die transformierte Form

Vs (1 -1) (31 11\ (40
ASAS(l 1)Ut 3) -1 1)7 o3
und &' = ST(12,4)T = (8,16). Durch quadratische Ergéinzung kommt man zu

4y +1)? +8(y2 +1)2 +1 -4 -8 =0.

Es handelt sich also um eine Ellipse, deren Hauptachsen sich im Punkt (—1, —1) des neuen Koor-
dinatensystems schneiden und zu den Koordinatenachsen des neuen Koordinatensystems parallel

sind.

Dies entspricht im urspriinglichen Koordinatensystem einer Ellipse, deren um 7 gegeniiber dem

Standardkoordinatensystem gedrehte Hauptachsen sich im Punkt (—2,0) schneiden. Die ,aufstei-

gende“ Hauptachse hat im neuen Koordinatensystem die Lénge VL dies entspricht im urspriing-

2v/2’
lichen Koordinatensystem einer Hauptachse von g Analog hat die ,, abfallende “Hauptachse die

Lénge ﬂ@ = \/%.

Die gleichen Losungen erhélt man natiirlich auch bei normierten Eigenvektoren.
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Hausiibung
Aufgabe H19 (Kurventypen von Quadriken) (6 Punkte)
Sei .
2 0 -5 —2+6v/2
A= 0 2 5|, b=|2+6v2 und ¢ = 20.
11 _
v v 2 22

Von welchem Flachentyp ist die Losungsmenge der quadratischen Gleichung
et Az + b2+ c=0?

Losung: Die Matrix A hat die Eigenwerte 3, 2 und 1 mit den normierten Eigenvektoren ¢; =

(—%, %, %)T, co = %(1, 1,0)T und 3 = (%, —%, %)T Sei C = (c1,¢2,¢3) und d = CTh =
(0,12, —4)"". In den neuen Koordinaten y, 42, y3 beziiglich der Basis ¢y, c2, c3 lautet die Gleichung
dann:

32 + 2y2 + Y3 + 12y — 4ys + 20 = 0.

Mit Hilfe zweier quadratischer Ergédnzungen erhilt man:

32 +2(3 + 62 +9) — 18+ (y2 —dys +4) — 4420 =32 + 2(y2 + 3)2 + (y3 — 2)2 + —2

Fiithrt man neue Koordinaten z; := y1, 20 := y2 + 3 und 23 := y3 — 2 ein, ergibt sich die neue
Gleichung

32%—1—22’%4—2’%:2
bzw. 3 )

§ﬁ+£+§%:L

aus der sich ablesen 148t, dafl es sich bei der Losungsmenge um ein Ellipsoid mit den Halbachsen
der Léange %, 1 und /2 handelt.

Aufgabe H20 (Wiederholung Basistransformation) (4 Punkte)
Motivation fiir Basistransformation: Wir haben gelernt, dass man lineare Abbildungen als Matri-
zen angeben kann. Ist uns eine Abbildung als Matrix gegeben, so meist in Bezug auf die Standard-
basis. Das hat den Sinn, dass wir Vektoren deren Koordinaten in Standardbasis gegeben sind, mit
dieser Matrix durch Multiplikation abbilden kénnen. Doch was wissen wir beispielsweise iiber die
Abbildung, die durch die Matrix A unten beschrieben ist?

Es ist schwer, aus einer Matrix mit vielen Eintrdgen herauszulesen, was diese Abbildung geome-
trisch wirklich tut. Daher sucher wir nach einer Basis, in welcher die Form der Matrix giinstig ist,
um abzulesen, was die Abbildung geometrisch bewirkt. Am erstrebenswertesten ist eine Diagonal-
matrix. Auf der Diagonalen werden dann die Eigenwerte der Matrix stehen. An diesen Diagonal-
eintridgen konnen wir ablesen, welche Streckungen, Stauchungen oder Spiegelungen die Abbildung
in Bezug auf die verwendeten Basisvektoren bewirkt. Die Basisvektoren sind genau die Eigenvek-
toren, da, nach Definition, ein Eigenvektor genau auf ein Vielfaches seiner selbst abgebildet wird.

Es sei
2 1 1
A= 1 2 1
1 1 2

Geben Sie eine orthogonale Matrix P an, fiir die PT AP diagonal ist und berechnen Sie PTAP.
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Loésung;:
Das charakteristische Polynom p4(t) = (t — 1)%(t — 4) hat die Nullstellen 1 (mit Vielfachheit 2)
und 4. Fiir letzteren findet man den (normierten) Eigenvektor (%, %, %) Fiir Eigenwert 1 hat

das System (A — tE3)v = 0 zwei linear unabhingige Losungen. Eine ist z.B. (%, —%,O). Dazu
sucht man nun eine weitere, orthogonale und findet z.B. (%, %, —lﬁ). Damit erhilt man

1 11
V2 V6 VB
p_| . X ¥
0 -% ¥
und
1 0 0
PTAT=10 1 0
0 0 4
Aufgabe H21 (Quadriken, Hauptachsentransformation, Kurventypen) (5 Punkte)
Sei

2 -1 2v/2 1
A= = ——
<_1 9 > , b (_ 9 \@) und ¢ 3
Von welchem Kurventyp ist die Losungsmenge der quadratischen Gleichung
T Az + bz + ¢ =07

Skizziere die Losungsmenge im urspriinglichen Koordinatensystem.

Losung: Die Matrix A besitzt den Eigenwert 1 mit Eigenvektor (1,1)7 und den Eigenwert 3 mit

Eigenvektor (—1,1)7. Seien e; = %(1, DT und ey = %(—1, )T die normierten Eigenvektoren.
Dann ist

=l )

die Transformationsmatrix fiir den Wechsel zur Orthonormalbasis e1, ez. Sei d = CTb = (0, —4).
In der neuen Basis (mit neuer Variablen y) lautet die Gleichung dann

(Cy)FACy + b Cy+c=0

bzw.
y'CTACY + b Cy+c=0

oder ausgeschrieben

1
y%+3y§—4yg+§:o.

Um das Linearglied —4y> zu beseitigen, fithrt man eine quadratische Ergénzung durch:

4 1 4 2 2 2 2 1
2 2 2 2
3 - = - 3 - -

2
2 2

Setzt man nun z := y; und 29 := Yy — %, dann lautet die Gleichung in den neuen Variablen

22 +325 = 1.
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Abbildung 1: Skizze zur Aufgabe H21
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Folglich ist die Losungsmenge eine Ellipse. Beziiglich der z-Koordinaten liegt das Zentrum im

Nullpunkt. Daher liegt es beziiglich der y-Koordinaten im Punkt (0, %) und der z-Koordinaten

im Punkt (—g, ?) Die Vektoren e; und es geben die Richtung der Achsen der Ellipse an. Die

Halbachsen haben die Lange 1 und % Skizze siehe Abbildung.



