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Gruppeniibung

Aufgabe G17 (Multiple Choice)
(a) Welche der folgenden Aussagen iiber algebraische und geometrische Vielfachheit von Eigen-
werten sind wahr?

[0 algebraische Vielfachheit < geometrische Vielfachheit
geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit

Falls das charakteristische Polynom einer quadratischen Matrix in Linearfaktoren zerf#llt,
und die algebraische Vielfachheit fiir alle Eigenwerte der geometrischen Vielfachheit ent-
spricht, dann ist die Matrix diagonalisierbar.

Fiir jeden Eigenwert einer quadratischen Matrix ist die geometrische Vielfachheit min-
destens 1.

(b) Finden Sie in Threm Skript die Definition fiir eine Bilinearform. Entscheiden Sie nun, welche
der angegebenen Funktionen F : R? x R? — R Bilinearformen sind.

0 F (<1)1> s <’UJ1>> = ’U% —+ wovg + 3w1
V2 w9
F (<1}1> s <w1>> = VW1 + Vw2
V2 w9
V2 w9
F ((Ul) , (w1>> = Bviw + viwe + 3vaws
V2 w9

Aufgabe G18 (Eigenwerte und Eigenvektoren)

Fir a = 2 und a = —2 betrachten wir die Matrix
-1 V3 0
A= V3 1 0
0 a—2 a

(a) Berechne in beiden Fillen die Eigenwerte der Matrix. Hier kann es hilfreich sein, a zunéchst
als Parameter in die Rechnung eingehen zu lassen.
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(b) Im Fall a = 2 bestizt A Eigenvektoren, die eine Orthonormalbasis {u1,u2,u3} des R? bilden,
d.h. sie haben jeweils Léange 1 und sie stehen paarweise senkrecht aufeinander. Bestimme eine
solche Basis und verifiziere, dass fiir die Matrix U = (uy, ug, u3)

M 0 0
UtAU=| 0 X 0 |,
0 0 N3

gilt, wobei A1, A2, A3 die Eigenwerte von A sind. (Beachte, dass Matrizen, deren Spaltenvek-

toren Lange 1 haben und paarweise aufeinander senkrecht stehen, orthogonale Matrizen sind,
d.h.es gilt U= =UT))

(c) Gibt es auch im Fall a = —2 eine Basis des R? aus Eigenvektoren von A?
Loésung;:
(a) Es ist
~1-X V3 0 1-x 3

det(A—X)=| v/3 1-X 0 :(a—)\)‘
0 a—2 a—A\ V3 1=A

=(a- NN =1-3)=@-NN =4 =(a-ANAN=-2)(A+2).

Damit sind die Eigenwerte: 2, —2 und a, also haben wir in beiden Féllen die Eigenwerte 2

und —2.
(b) Wir bestimmen Eigenvektoren fiir a = 2
Zui =2:
-3 V3 0 0 0 0
A—2E=|v3 -1 o "5 1 o
0 0 O 0 0 0

(A —2FE) =0 hat also die Losungen

1 0
M V3l +ulo], per
0 1

Damit sind v; = (1,+/3,0)” und vy = (0,0,1)” Eigenvektoren von A zum Eigenwert 2.

ZU Ay = —2:
1 V3 0 1 V3 0
A+2E=(v3 3 o B o 0 o
0 0 4 0 0 1

(A +2E)xz = 0 hat also die Losungen A\(v/3, —1,0)7 ) € R.
Damit ist v3 = (v/3,—1,0)7 Eigenvektor von A zum Eigenwert —2. Freundlicherweise ste-
hen w1, v9,v3 schon paarweise senkrecht aufeinander. Wir miissen nur noch normieren und

erhalten: .
2

0
up = @ yug =1 0],u3 = | —
1

0
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1 0 V3 1 V3 0
Nunist U=%|v3 0 -1 |uwdU'=U0"=110 0 2
0 2 0 V3 -1 0
Damit gilt
11\/30 -1 v/3 0 1 0 V3
U—lAU:Z 0 0 2]1(v3 1 ofll|+v3 0 -1
V3 -1 0 0 0 2 0 2 0
) 2 23 0 1 0 V3
=1 0 0 4]|v3 0 -1
—2V/3 2 0 0 2 0
1y s o
4\0 0 -8
2.0 0
=10 2 0
00 -2

(c¢) Fiir a = —2 ist A = 2 eine einfache Nullstelle von det(A — AI). Der zugehorige Eigenraum
ist also eindimensional. Damit eine Basis des R? aus Eigenvektoren existiert muss also der
Eigenraum zur doppelten Nullstelle A = —2 zweidimensional sein. Wir bestimmen Rang(A +
2F) durch Spaltenumformung 1T = IT + (—+/31):

1 V3 0 1 0 0
A+2E=1v3 3 o] — (V3 0 0
0 -4 0 0 —4 0

Also ist Rang(A + 2FE)=2, damit ist dim(Kern(A + 2E))=1, der Eigenraum also nur eindi-
mensional und wir haben keine solche Basis.

Aufgabe G19 (Gram-Schmidt Orthogonalisierung)
Gegeben seien die Vektoren

bl 7b2: ab3:

== = =
S = O =
N = = DN

(a) Konstruiere eine Orthonormalbasis der linearen Hiille lin(by, b, b3).

(b) Zeige, daB8 der Vektor v = (3 3 —3 %)T in der lineare Hiille lin(by, be, b3) liegt und stelle
ihn als Linearkombination der in Teil (a) konstruierten Basis dar.

Losung:

(a) Mit dem Orthonormalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt ergeben sich die folgenden
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Schritte:

w=b=>0 11 1)"
(75} 1 (

11"

I
—~
N[ —
N[ =
N[
N[
~—

~

v = =
Julll  VIZH 12412412
T T T
b faon=( 01 0 -(G+HG b § D =G b b D
U 1 T T
U2:Hqu: T . 1, 1 1(% _% % _%) :(% _% % _%)
Vyitaitats
u3z = b3 — (b3, v1)v1 — (b3, v2)v2
T T T
R (R S TR C AR AR AP LR (R RS SV [E RS SR A
1 1 1 1\T
:(5 2 T2 5)
U 1 T T
n= G- 4 D =G bbb

- u - 1 1 1 1
H 3” '/Z+Z+Z+Z

Folglich ist (v1,v2,v3) eine Orthonormalbasis von lin(by, bz, b3).
(b) Um nachzuweisen, da§ v in lin(by, ba, b3) liegt, berechnen wir den Anteil von v der nicht in
lin(bl, bo, bg) liegt:

v — (v,v1)v1 — (v, V2)v2 — (V,v3)v3 = v — 201 + 3ve — dv3 =0 (1)

Da der Anteil von v aulerhalb von lin(by, ba, bg) verschwindet, liegt v in lin(by, ba, b3) und aus
Gleichung (1)ergibt sich sofort die gesuchte Linearkombination:

v = 2v1 — 3vg + 4vs.

Eine weitere Losungsmoglichkeit ist natiirlich das Losen der entsprechenden Gleichungssy-
steme zur Darstellung eines Vektors als Linearkombination von anderen Vektoren.

Hausiibung

Aufgabe H16 (Lineare Abbildungen und zugehérige Eigenwerte und Eigenrdume) (6 Punkte)
Seien u, v € R3 linear unabhingige Vektoren. Wie sehen die reellen Eigenwerte und die zugehorigen
Eigenrdume der folgenden linearen Abbildungen aus:

(a) Spiegelung an der von u und v aufgespannten Ebene,
(b) orthogonale Projektion auf die von u und v aufgespannte Ebene,
(c) Drehung um die Achse, die von v erzeugt wird.

Beachten Sie in (c) die Unterschiede je nach Drehwinkel.

Loésung: Sei E die von u und v aufgespannte Ebene.

(a) Da alle Vektoren aus E durch die Spiegelung nicht veréndert werden, sind diese Eigenvektoren
zum Eigenwert 1 und E der zugehorige Eigenraum. Vektoren, die senkrecht zur Ebene sind,
werden durch die Spiegelung auf ihr negatives abgebildet. Folglich sind sie Eigenvektoren
zum Eigenwert —1 und alle orthogonalen Vektoren zu E bilden den zugehorigen Eigenraum.

(b) Da alle Vektoren aus E durch die Projektion nicht veréndert werden, sind diese Eigenvektoren
zum Eigenwert 1 und E der zugehorige Eigenraum. Vektoren, die senkrecht zur Ebene sind,
werden durch die Projektion auf den Nullvektor abgebildet. Folglich sind sie Eigenvektoren
zum Eigenwert 0 und alle orthogonalen Vektoren zu E bilden den zugehorigen Eigenraum.
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(c) Sei G die von v erzeugte Gerade. Da alle Vektoren auf der Drehachse durch die Drehung
nicht verdndert werden sind diese Eigenvektoren zum Eigenwert 1 und G der zugehorige
Eigenraum.

Sei v € [0,27) der Drehwinkel.

Fiir a = 0 handelt es sich um die Identitat. Folglich sind alle Vektoren Eigenvektoren zum
Eigenwert 1 und R? der zugehorige Eigenraum.

Fiir @« = 7 handelt es sich um eine Spiegelung an der Geraden. Folglich sind alle Vektoren, die
senkrecht zu G sind, Eigenvektoren zum Eigenwert —1 und die zu G orthogonalen Vektoren
sind der zugehorige Eigenraum.

Fiir alle anderen « gibt es keine Eigenvektoren auflerhalb der Drehachse.

Aufgabe H17 (Diagonaléhnliche Matrix, Diagonalisieren) (5 Punkte)
Gegeben sei die Matrix
3 6 3
A=10 3 0
0 -6 0
Finden Sie eine invertierbare Matrix T € R®?) und eine Diagonalmatrix D € R®3) so daf
D =T71AT.
Loésung;:

Berechne zunichst die Eigenwerte von A.
Charakteristisches Polynom von A:

pa(\) = Det 0 3-=X 0 |==-X3-))?

Also sind A\; = 0 und A2 3 = 3 die Eigenwerte von A.
Wir berechnen die zugehétrigen Eigenvektoren.
Zunéchst der Eigenvektor v; zum Eigenwert A\; = 0:

3 6 3| 0 12110
0 3. 0]0]—=10101]1]FP0
0 -6 0 | 0 0001 O
Also gilt v12 = 0 und v1; = —w13, somit erhalten wir
1
v=s| 0 |, seR\{0}.
-1
Fiir Eigenvektoren v; zu A2 3 muf} gelten:
0 6 3 | O
0 0 O | 0], also 2v2+wv3=0
0 -6 -3 | 0
Wir wihlen
1 0
vp=s| 0 und vs=r| -1 |, r,seR\{0}.
0 2
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Seien nun
1 1 0 A0 0 0 00
T = (v1,v2,v3) = 0 0 -1 und D = 0 X O =0 3 0
-1 0 2 0 0 A3 0 0 3
Dann gilt nach Satz 6.11 im Skript: T~ AT = D.
Aufgabe H18 (Orthonormalbasis, Gram-Schmidt) (4 Punkte)
Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von lin(vy, vg, v3, v4) mit
-1 1 2 1
1 i 1 i
vii= | | ve= % »ovzi= | und vy = g
1 : 1 1

Losung: Offensichtlich gilt vs3 = 2vy. Daher ist lin(vi, ve,v3,vs) = lin(vy, va, v4). Mit dem Or-
thonormalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt kann aus v1,v2,v4 eine Orthonormalbasis fiir
lin(vy, v, v4) bestimmt werden. (Ob v1, v9, v4 linear unabhéngig sind, kann im Verlauf des Verfah-
rens festgestellt werden.) Es ergeben sich die folgenden Schritte:

w=un=(-11 -1 1)7

R T e et e L e R I

w=v—(b)bi=(1 5 1 3) —(-5+i-5+0) (5 5 —5 3)
=G 1D

b= o - RS

- U - 9 9 9 9

H 2” \/T6+E+E+E
uz = vg — (4, b1)b1 — (v4, b2)ba

1 1 \T 1,1 1,1y, 1 1 1 I\I 1,1 ,1,1y/1 1 1

= 3 3 ) —(m+i—3+2)(z2 3 =2 3) —G+rata+a) G 2 2
— (3 -1 1 )T

1 4 1
_ us . 1

U 1 1 1 1

H 3” \/T6+E+E+E

N[
SN—
S

N

—
=

b3

Folglich ist (b, ba, b3) eine Orthonormalbasis von lin(vy, ve, v4).



