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Arbeitseinstellung

Aus gegebenem Anlass mochten wir (als Veranstalter) Sie an dieser Stelle iiber unsere Erwartungen an
Sie in Kenntnis setzen. Vieles von dem, was wir hier schreiben, sahen wir eigentlich als selbverstind-
lich an, doch offensichtlich ist es dies nicht.

Unsere Veranstaltung besteht aus Vorlesung, Ubung und Selbststudium.

Allgemeine Erklirungen zu den Lehr- und Lernformen an der Universitédt finden Sie in Ihrer Stu-
dienordnung (hier wurde stellvertretend jene der Bauingenieure gewihlt) auf Seite 4-5 auf folgender
Webseite: http://www.tu-darmstadt.de/fb/bi/fbbi/download/BachelorStud.pdf.

Zur Vorlesung ist zu sagen, dass wir und auch Thre Mitstudierenden, die sich bei uns beklagen, den
Léarmpegel fiir deutlich zu hoch halten. Es ist sehr miiflig, Sie regelméfig zur Ruhe zu bitten. Tun
Sie sich selbst und Thren Kommilitonen einen Gefallen und besuchen Sie die Vorlesung nur, wenn
Sie aufmerksam folgen mochten. Verlassen Sie bitte den Saal, falls Sie eine Unterhaltung mit Threm
Nachbarn fiir sinnvoller halten, als der Vorlesung zu folgen. Falls Sie wihrend der Vorlesung nicht
folgen kénnen, oder sich aus einem anderen Grund Fragen ergeben, richten Sie diese bitte an den
Dozenten. Sie werden gerne beantwortet.

In den Ubungen sollen Sie sich mit dem in der Vorlesung behandelten Stoff anhand von Aufgaben
auseinander setzen. Sie erhalten also Gelegenheit zur eigenstindigen Anwendung des Stoffs um da-
durch Thren Wissensstand kontinuierlich iberpriifen zu kénnen. Damit dies tiberhaupt mdoglich ist,
erwarten wir von Thnen,

e dass Sie wissen, welche Themen in der Vorlesung behandelt wurden.

e dass Sie die entsprechenden Seiten im Skript gelesen und bearbeitet (z.B. markiert oder mit
Notizen versehen) haben.

e dass Sie das Skript, mit dem Sie arbeiten, mitbringen.
e dass Sie mit der Intention in die Ubung kommen, arbeiten und etwas lernen zu wollen.

Die Présenzzeit in der Gruppeniibung ist nicht zur Bearbeitung der Hausaufgaben gedacht. Wir ver-
suchen die Gruppeniibungen so zu gestalten, dass Sie auf die Hausiibungen vorbereiten, welche Sie
eigenstindig 16sen sollen. Wir begriiflen Gruppenarbeit, jedoch nicht das 1:1 Abschreiben von Lésun-
gen. Jeder sollte seinen eigenen Losungsweg selbst in eigenen Worten dokumentieren und abgeben.

Falls bei der Bearbeitung von Hausiibungen Probleme auftauchen sollten, stehen IThnen alle Tutoren
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in ihren jeweiligen Sprechstunden zur Verfiigung. Diese sind zur Zeit noch nicht sehr gut besucht.
Wie Sie auf der Webseite:

http://www.tu-darmstadt.de/fb/bi/fbbi/download/BScAnhang III Modulbeschreibungen.pdf

nachlesen kénnen, sind pro Semester fiir Vor- und Nachbereitung (ohne Hausiibungen) 135 Stunden
Threr Arbeitszeit veranschlagt. Zieht man etwa 35 Stunden fiir die Klausurvorbereitung ab, so bleiben
immernoch 100 Stunden in 14 Semesterwochen. Das heifit, von offizieller Seite wird von Ihnen mehr
als 6 Stunden Eigenarbeit neben den Hausiibungen erwartet.

Falls Sie Anregungen zur Verbesserung unserer Lehre haben, teilen Sie uns diese bitte mit. Wir haben
fiir Sie einige Kontrollaussagen zusammengestellt, anhand welcher Sie sich klar werden kénnen, ob
Sie auf dem Stand der Veranstaltung sind.

Kontrollaussagen

Falls Sie einer Aussage nicht zustimmen konnen, arbeiten Sie mit Hilfe des Skriptes und der Litera-
turhinweise nach! Im Meyberg-Vachenauer befinden wir uns gerade in Kapitel 6: Lineare Algebra.

e Ich weif, was ein Vektorraum ist.
e Ich kann nachweisen, ob eine gegebene Menge ein Vektorraum ist.
e Ich kenne Beispiele fiir Vektorriume, auch andere als den R3.

e Ich kann fiir einen gegebene Menge nachpriifen, ob sie ein Untervektorraum eines gegebenen
Vektorraums ist.

e Ich weif, was ein Erzeugendensystem eines Vektorraums ist.

e Ich kann priifen, ob einen gegebene Menge von Vektoren ein Erzeugendensystem eines Vektor-
raums ist.

e Ich kann die lineare Hiille einer Menge von Vektoren bilden.

e Ich kann nachpriifen, ob eine gegebene Menge von Vektoren linear unabhéngig ist.

e Ich habe verstanden, was eine Basis eines Vektorraums ist.

e Ich kann iiberpriifen, ob einen gegebene Menge von Vektoren eine Basis eines Vektorraums ist.

e Ich kenne den Begriff der Dimension und kann die Dimension eines (Unter-)Vektorraums be-
stimmen.

e Ich kann lineare Gleichungssysteme mit dem Gaufl-Jordan-Eliminationsalgorithmus korrekt
16sen.

e Ich weif}, was eine Matrix ist.

e Ich kenne den Zusammenhang zwischen der Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen und
dem Rang der zugehtrigen Matrizen.

e Ich weif, was eine lineare Abbildung ist.

e Ich kann effizient priifen, ob eine Abbildung linear ist.
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e Ich weif, wie ich eine, von einer Basis abhéngige, Abbildungsmatrix zu einer linearen Abbildung
finde.

e Ich kann einen Wechsel von einer in eine andere Basis durchfiithren.

e Ich kenne die Determinantenabbildung und kann auf verschiedene Weisen geschickt die Deter-
minante einer Matrix bestimmen.

e Ich wei}, was Eigenwerte und Eigenvektoren von Matrizen sind und habe eine geometrische
Vorstellung dazu.

e Ich kann die Eigenwerte und zugehérigen Eigenvektoren einer Matrix berechnen.
e Ich weifl mit den Begriffen “algebraische” und “geometrische” Vielfachheit umzugehen.

e Ich weif}, wie ich zu einer gegebenen Matrix eine Basis suchen kann, in welcher die Matrix,
wenn moglich, Diagonalgestalt annimmt.

Gruppeniibung

Aufgabe G13 (Multiple Choice)
(a) Welche der folgenden Aussagen iiber das Berechnen von Determinanten von Matrizen sind

wahr?
O det(A+ B) = det(A) + det(B), fiir A und B € R"*"
det(A - B) = det(A) - det(B), fiir A und B € R"*"
det(A™) = (det(A))™, fir A € R™*"
det(A-B~Y) = gezg ; fir A und B € R™*" wobei B invertierbar ist

O det(5-A) =5-det(A), fir A € R™*"
(b) Welche der Vektoren b sind Eigenvektoren der zugehorigen Matrix A?

=) ()

) —1
(5 )=
1 4 2
o2 92-0
3 00 —2
05 0],b=|1
007 4
3 1 1 2
K A=[2 4 2], b6=]-1
1 1 3 —1

Aufgabe G14 (Determinanten)
Gegeben seien die Matrizen

12 3 4 120 0 12 3 4
01 2 3 3400 56 7 8
A=1lo 45 6| B=|s5 6 78] ™ C=1g9 ¢ 0 0
0789 90 1 2 1 2 3 4
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Berechnen Sie die Determinanten von A, B und C' und bestimmen Sie det (A-B) sowie det (A—C).
Gehen Sie hierbei moglichst geschickt vor. Welche dieser Matrizen sind invertierbar, welche nicht?

Losung: Determinanten

Zur Bestimmung der Determinante der Matrix A verwenden wir die Entwicklung nach der ersten
Spalte

4
det A = Z (—1)“+1 . ﬁul me
pn=1

Wegen
a21:a31:a4120 und a11:17§0

geniligt es den Minor Aq1 zu berechnen:

1
Ap=|4 =1-5-94+4-83+7-2.6-7-5-3-1-8-6-4-2-9
7

co Ut N
O O W

=45+96+84 — 105 —-48 — 72 = 0.
Damit folgt
4
detA:Z(—l)“H~ﬁM1-aM1 = (—1)2~211-a11 =1-0-1=0.
pn=1
Die Berechnung der Determinante der Matrix B kann auf eine analoge Weise erfolgen. Zuvor ist

es jedoch sinnvoll, die Umformung
(22) + (=2) - (21)

vorzunehmen, die auf die Matrix

1200
, |t o000
B=15 6 7 3

9 0 1 2

fithrt, welche geméfl der Eigenschaft (D6) aus dem Skript die gleiche Determinante wie die Matrix
B besitzt. Fiir die Entwicklung nach der zweiten Zeile geniigt es wegen

bl22:b/23:b/24:0 und bl21:1§£0

den Minor
B 2 0 0
By={6 7 8|=2-7-24+6-1-0+0-0-8
0 1 2

-0-70-2-1-8-6-0-2=28-16=12

zu betrachten, womit dann

4
det B =det B' =Y (1> Bj, - by, = (—1)>" - Bhy - by = (—1)* - 121 = —12

v=1

folgt.
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Es ist auch moglich die Blockstruktur der Matrix B zu nutzen um die Determinante zu berechnen.
Wir nutzen die Eigenschaften (D4) und (D12) aus dem Skript. Es ergibt sich:

det(B) = det(BT) = det (@ 2)) -det <<g ;)) =-2.6=-12

Die Determinante der Matrix C konnte wie zuvor durch eine Entwicklung nach der dritten Zeile
ermittelt werden. Da aber die erste und die vierte Zeile von C' iibereinstimmen, ist

detC' =0

nach Eigenschaft D2 auf S.49 im Skript.
Schliefllich erhalten wir noch
det (A-B)=detA-det B=0-(—12) =0
und
det (A —C) =0,

wobei sich letztere Aussage aufgrund der Ubereinstimmung der ersten Zeilenvektoren von A und
C ergibt, die bei der Differenzbildung A — C' auf eine Nullzeile fiihren, was nach Satz 11.2 auf S.47
a.a.0. gleichbedeutend damit ist, das die Determinante der Matrix A — C' verschwindet.

Zusammenfassend &8t sich somit feststellen, dafl nur die Matrix B reguldr ist, wihrend die Matri-
zen A, C, A- B und A — B singuldr sind, da ihre Determinanten jeweils den Wert Null annehmen.

Aufgabe G15 (Eigenwerte und Eigenvektoren)
Bestimme die Eigenwerte und alle zugehérigen Eigenvektoren der Matrix

1 -3 3
3 =5 3
6 —6 4
1—A -3 3 1—-X —2—-X 3 1-X 1 3
Lésung: 3 —-5-X 3 |=|3 —-2-X 3 |=(-2-XN)| 3 1 3
6 -6  4-) 6 0 4— X 6 0 4-—X
1-Xx 1 0
=(-2-XN| 3 1 0 —(—2—A)(4—)\)‘1g)\ H
6 0 4-—)
=(=2-N)A-N1-X=3)=(-2-X1)%4-))
Also sind Ay = —2 und Ao = 4 Eigenwerte.
Eigenvektoren zu \; = —2:
3 =33 I+ (—I1), I IT+(—211 0 0 0 00
3 -3 3 M s 3 3] — (1 -1 1
6 —6 6 0 0 O 0 0 O
1 0
= Alle Vektoren der Form A | 1 | +p [ 1], A, € R mit A- u # 0, sind Eigenvektoren.
0 1
Eigenvektoren zu Ay = 4:
-3 -3 3 1 1 -1 0 2 -1 0 0 O

3 9 3| — (1 —g 1 |TCHRIFCEID L o ) g —2 1

6 -6 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
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Setze 10 = A = 3 = 2\ und 21 = \.
1

Also sind alle Vektoren der Form A [ 1 ] , A € R\ {0}, Eigenvektoren.
2

Aufgabe G16 (Basistransformation)
Wir betrachten nochmals die Matrix aus Aufgabenteil (a) der vorhergegangenen Ubungsaufgabe
(G15). Sie haben bereits die Eigenvektoren dieser Matrix berechnet. Bilden Sie nun eine Basis des
R3 aus diesen Eigenvektoren und fithren Sie eine Basistransformation der Matrix in diese Basis
durch. Geben Sie sowohl die Transformationsmatrizen, als auch die entstehende Matrix an. Was
stellen Sie fest?

Losung: Hier wahlen wir, die bereits in Aufgabe G15 berechneten Vektoren als Basis B =

1 0 1
{11],(1],]1]} Um eine Basistransformation durchzufithren, suchen wir zunéchste die Trans-
0 1 2

formationsmatrizen, S und S~!. S soll hier die Matrix sein, die von der Basis B in die Standard-
basis transformiert und S~! transformiert, genau umgekehrt, von der Standardbasis in die Basis
B. Es gilt
1 01
S=1111
01 2

Durch Berechnung der Inversen mit dem Gauf-Jordan-Algorithmus erhilt man:

1 1 1

2 2 2

St=[-1 1 o0

1 1 1

2 2 2

Nun berechnen wir die transformierte Matrix:

1 -3 3 -2 0 4 -2 0 0
SH{3 =5 3]s=5"1'[-2 -2 4]=[0 -2 0
6 —6 4 0 -2 8 0 0 4

Es fillt auf, dass die Matrix nun eine Diagonalgestalt besitzt. Auf der Diagonalen stehen die
Eigenwerte der Matrix, jeweils in ihrer algebraischen Vielfachheit.

Hausiibung
Aufgabe H13 (Determinanten) (4 Punkte)
Berechne die Determinanten der Matrizen moglichst geschickt
1 1 0 0 00
1—4 4 0 1 -1 1 0 000
0 3t 0 0 4 -5 1 2 3 0
A=l 1 2 0| W B0 1 3910
14¢ -1 ¢ 2 2 -3 0 110
0 -2 4 037
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Loésung: Entwicklung nach der dritten Spalte und anschlieBend nach der zweiten Zeile ergibt:

1 8 Z ?i’ 8 (1) Lmod 1—i 1
det(A) = J=—i-] 0 30 O|l=—i-3¢- 1 =3((1—14)i—1)=3i.
1 2 0 =2 1 9 1 1
14+ -1 ¢ 2
Nach Eigenschaften D4 und D12 gilt
1 1 0 000
PRI B PUS LR
det(B) = = =3 2 1|-7=(141)-(240-9-0—-1+6)-7 = —28.
-1 1 -3 2 1 0 -1 1 0 1 1
2 -3 0 110
0 -2 4 0 3 7
Aufgabe H14 (Eigenwerte und Eigenvektoren) (6 Punkte)
Gegeben seien die Matrizen
50 0 % 3 0
A=10 8 =141 und B =
01— 7 0 0 -1 0
' 2 -3 0 1

(a) Bestimmen Sie die charakteristischen Polynome P4 () und Pg(\).
(b) Ermitteln Sie nun die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren der Matrizen A und B.

Lo6sung: Eigenwerte und Eigenvektoren

(a) Fiir das charakteristische Polynom der Matrix A erhalten wir

Pa(N) = det (A — \)

320 0
=/ 0 8&X -1+i
0 -1-i 7-A

(B=MNE =T =) =B =N)(=1=i)(-1+7)]
=B=2)-[B=NT=X) = (=1 =9)(=1+17)]
=(3—=A) - [\> — 15X + 54]
=B-2-(A=6)-(A-9)
und fiir das charakteristische Polynom der Matrix B ergibt sich
Pp(\) =det (B — \I)

4-x 0 0 1
26 3x 0 5
0 0 -1-A 0
2 =30 1\
4-x 0 1
=| =26 3A 5 |-(=1-))

2 -3 1-\
=[(=4=NB=N1=A)+78-2(3-A)+15(—4 - \)]- (=1 =)
=[-A3F 13N =124+ 78 =6+ 21 — 60 — 15A] - (=1 — \)
= A3(1 4 \).
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Somit erhalten wir die charakteristischen Polynome
PaA) =X —18X2 +99X—162 und  Pp(\) = X1+ 23

(b) (i) Nach Satz 6.9 auf S.62 im Skript stimmen die Eigenwerte von A mit den Nullstellen des
charakteristischen Polynoms P4 () iiberein. Wegen

Pa(\) = A% — 182 + 99\ — 162
=(=D-B=A)-A=6)-(A=-9)
sind
)\1:3, )\2:6 und )\3:9
die Figenwerte der Matrix A. Als néchstes sind nun die zugehorigen Eigenvektoren zu
bestimmen, wozu wir die folgenden Félle unterscheiden:

A1 = 3: Wie auch im Skript Schritt 2 Seite 64 sind die Eigenvektoren zum Eigenwert A\; = 3
die nichttrivialen Losungen des Gleichungssystems

0 0 0 1’171 0
(A—BI) - = 0 5 -1+ T2 | = 0
0 -1- 4 x1,3 0

Da der (vom Nullvektor verschiedene) Vektor
x1,1 1
r1=|x12]| =10
$1,3 0

obiges Gleichungssystem 16st und da nach Satz 6.10 im Skript, die geometrische
Vielfachheit eines FEigenwertes hochstens seiner algebraischen entspricht, bildet

Z1,1 1
EV, = z12]=s-10] : se€C\ {0}
x1,3 0

die Menge der Eigenvektoren zum Figenwert Ay = 3.
A2 = 6: In diesem Fall fithrt Schritt 2 auf S.64 im Skript auf das Gleichungssystem

-3 0 0 x2.1 0
(A—=6I)-z9 = 0 2 -1+ “lx22] =101,
0 -1-i 1 €23 0

dessen Losungen mit dem Gaufl-Jordan- Verfahren zu bestimmen sind:

30 0 0
0 2 -1+4 0
0 -1-i 1 0
71-(-3) 1 0 0 0
0 2 -1+4 0
Z3-(-1+i) | 0 2 -1+ 0
1 0 0 0
0 2 -14 0
Z3+(-1)Z2| 0 0 00
1 0 0 0
z2:(3) |0 1 = o
0 0 00
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Wir kénnen nun o3 = s frei wéhlen und mit

1—1 1—1
€T = . = .
2,2 B €23 S
sowie
21 = 0
bildet
€21 O‘
EVy = To2 | =5 % :SEC\{O}
€23 1

die Menge der Eigenvektoren zum Figenwert Ao = 6.
A3 = 9: Hier ist das Gleichungssystem

-6 0 0 x31 0
(A — 9[) - T3 = 0 -1 -14i lx32 | = 0],
0 -1- -2 x3.3 0
zu betrachten. Mit dem Gauf$-Jordan- Verfahren folgt
-6 0 0 0
0 -1 -1+41 O
0 -1-i -2 0
z1-(-¢) |1 0 0 0
0 -1 -1+41 O
Z3-(i-1) 0 2 22 0
1 0 0 0
0 -1 -1+41 O
23+272 | 0 0 0 0
1 0 0 0
Z2-(-1) 0 1 1-i 0
0 0 0 0

Somit 1&8t sich x33 = s frei wéhlen und mit

x32=—(1—1i)-s=(i—-1)-s

sowie
xr31 = 0
erhalten wir mit
37371 0
EVs = z32 | =s-|i—1] : seC\ {0}
:L’373 1

die Menge der Figenvektoren zum Eigenwert g = 9.
(ii) Nach dem Aufgabenteil (a) gilt

Ps(\) =M+ 2 =231+ \)

und somit sind
A =0 und Ay = —1

die Figenwerte der Matrix B, weshalb wir zur Bestimmung der Eigenvektoren die beiden
folgenden Félle betrachten:
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A1 = 0: Hier ist das Gleichungssystem

-4 0 0 1 T1,1 0

[ 26 3 0 5 zia| |0
(B=0D-m=| " o 1 zs |~ |0
2 -3 0 1 33174 0

zu untersuchen, wozu wir erneut das Gauf-Jordan-Verfahren bemiihen:

4 0 0 1 0
26 3 0 5 0

0 0 -1 00

2 3 0 10

4 0 0 10

722 52 6 0 10 0
0 0 -1 00

74-2 4 6 0 20
4 0 0 1 0

72+(-13)Z1| 0 6 0 -3 0
Z1-(-1) 0 0 1 00
ZA+71 0 6 0 3 0
4 0 0 10

0 6 0 -3 0

0 0 1 00

74472 00 0 00
z1-(-1) 1 0 0 -3 O
72 (%) 0 1 0 § 0
0 0 1 00

0 0 0 00

Damit ist x1 4 = s frei wéhlbar und wir erhalten

13 =0,
1 1
Tr1,2 = 53?1,4 = 58,
1 1
1,1 = 1961,4 = 13-

Damit ist die Menge der Eigenvektoren zum Figenwert A\; = 0 durch

1
i
EVi=<(s- (2) :se R\ {0}
1
gegeben.
Ao = —1: In diesem Fall ist das Gleichungssystem
-3 0 0 1 T21 0
-26 4 0 5 x22 o 0
(B=(=DD-w=1 "5 o ¢ o zos |~ |0
2 3 0 2 x2.4 0

zu betrachten. Mit dem Gauf-Jordan-Verfahren folgt

10
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-3 0 0 1 0
-26 4 0 5 0
0 0 0 0 0
2 3 0 2 0
-3 0 0 1 0
72-3 78 12 0 15 0
0 0 0 0 0
74-3 6 -9 0 6 0
-3 0 0 1 0
72+(-26)-71 0 12 0 -11 0
0 0 0 0 0
74+2-71 0 -9 0 8 0
-3 0 0 1 0
723 0 36 0 -33 0
0 0 0 0 0
74-4 0 -36 0 32 0
-3 0 0 1 0
0 36 0 -33 0
0 0 0 0 0
74+72 0 0 0 -1 0
21+74 -3 0 0 0 0
72+(-33)-724 0 36 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0
71 (-3) 1 00 00
72 5 0 1.0 00
0 0 0 0 0
Z4-(-1) 0 0 0 1 0
Damit ist x93 = s frei wéhlbar und mit
T = X2 =x24 =0
erhalten wir
0
0
EVo=(s- ) s e R\ {0} ¢,
0
womit nun auch die Menge der Eigenvektoren zum FEigenwert A = —1 bestimmt ist.
|
Aufgabe H15 (Basistransformation) (5 Punkte)
Die lineare Funktion f : R® — R3 sei durch die Darstellungsmatrix
4 1 =2
fle=(-1 0 1
6 2 -3

(beziiglich der Standardbasis E = (e1, es, e3)) gegeben.
Bestimme die Darstellungsmatrix [f]p von f beziiglich der Basis

1 1 ~1
B=||1],[-2].]1
2 0 —2

11
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Loésung: Sei

1 1 -1
S=11 -2 1
2 0 =2

Dann ist S die Darstellungsmatrix der linearen Abbildung, die Koordinatenvektoren beziiglich
der Basis B auf Koordinatenvektoren beziiglich der Standardbasis £ abbildet. Dann folgt fiir die
Darstellungsmatrix [f]z von f beziiglich der Basis B

[f1z = S7'[f]BS.

Es ist zunéchst die Inverse von S zu berechnen:

1 1 —1]1 0 0\ s (1 1 —1]1 0 0 1 —-1/1 00
1 -2 1]o1 0™ (o -3 2|1 10”0 -2 0|-201
2 0 —-2|0 0 1 0 -2 0 |-2 0 1 0 -3 2 |-110
1 —1]1 0 0 i (1 0 —=1]0 0 3 10 —-1/0 0 1
_lr7 2.\ 711 2
S lo 1 o1 0o L] lo1r 0|10 -]~ (01 0|10 -1
0 -3 2|-11 0 00 2|21 —3 00 1|1 41 -2
1 0o0f1 & -1
2 4
Mo 1 oj1 0 -1
00 11 5 —3
Folglich gilt
1 L _1
2 4
sTt=110 —3
1 3
13 -1
Daraus folgt
14 -1 4 1 =2\ /1 1 -1
fls =S fleS = 10—% -10 1 |{1 -2 1
13 -3/ \6 2 -3/ \2 0 -2
1 1
1 LI\ /12 11 0
:10@1*1*1:010.
1 3 -3/ \2 2 2 00 -1

12



