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Gruppeniibung

Aufgabe G6 (Matrixoperationen)
Berechnen Sie fiir

41 -1 2
A= , B=(2 1 -1) und C= 30
-2 1 01

die Produkte AB, AC, BC, BA, CA und ACT, falls diese definiert sind. Welche der Summen
A+ B, A+ C und B+ C konnen Sie bilden?

Loésung:

(1) AB: nicht moglich, denn die Anzahl der Spalten von A stimmt nicht mit der Zeilenanzahl
von B iiberein.

(2) AC': nicht moglich.
(3) BC': moglich, ”Zeile mal Spalte”.

BC=(2-(-1)+1-3+(-1)-0 2-241-0+(-1)-1)

I
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(4) BA: nicht moglich.
(5) CA: moglich.

Keine der Summen kann gebildet werden. Die Dimensionen stimmen nicht iiberein.
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Aufgabe G7 (Inverse Matrix und lineare Gleichungssysteme)

Sei
1 -2 1 1
A= 2 0 2 und b = 1
-1 1 -3 1

(i) Berechnen Sie, falls moglich, die Inverse von A.

(ii) Berechnen Sie die Determinante von A.
(iii) Bestimmen Sie die Losung des linearen Gleichungssystems Az = b mit Hilfe des Gauf-
Algorithmus. Bestimmen Sie die Losung nun auch mit Hilfe der in (i) bestimmten Inversen

von A.
Loésung:
(i) Mit elementaren Zeilenumformungen (Gau$-Jordan-Elimination) angewandt auf (A, E) erhélt
man (E, A71).
1 -2 111 0 O 1 -2 1 1 00
2 0 2|01 0 |~ 0 4 0(-2 10
-1 1 -3|/0 0 1 -1 1 -3 0 0 1
1 -2 1 1 00 1 -2 1 1 00
o 0 4 0[-210]~]0 1 0/-2 10
0 -1 -2 1 01 0 -1 -2 1 01
1 -2 1 1 00 1 -2 1 1 0 0
~ (o 1 ol-3 Lt o|~f[o0o 1o0o/-2 1 o
0 0 -2| 3 11 0 0 1|-; -5 —3
1 o1 o L o0 1 00| % % i
o 01ol-2 + of~f{010/-5 %+ 0
o014 L) oo d L
Also ist
1 2 ) 4
A—lzé -4 2 0
-2 -1 -4

(ii) Die Determinante von A lésst sich z.B. durch Entwickeln nach der dritten Spalte berechnen:
det A=1(0—-2)—(-2)(2(-3)—2(-1))+1(2-0)=—-2-8+2=-8.

(iii) Anwendung des GaufB-Algorithmus ergibt
171 —-21 1 -2 1 1

1 -2 1|1
2 0 2|1 ~ 0 4 —-0]-1
-1 1 =3]1 IIT+1 0 -1 -2 2
HI+311 (1 -2 1] 1
~ 0 4 0 ]-1
0 0 —2|I.
Durch Riickwéirtseinsetzen erhalten wir x3 = —%, To = —i und 1 = %. Dasselbe Ergebnis
erhilt man schneller, wenn man die in (i) berechnete inverse Matrix A~! auf b anwendet:

x=A"1h.
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Aufgabe G8 (Losbarkeit linearer Gleichungssysteme)
Uberpriifen Sie, ob die folgenden linearen Gleichungssysteme

1 +2x90+3x3=0 X1 +2x3=1
21 +4r9+6x3=0 und 3z1+2x9+ 23 =0
3x1+6x2+923=0 41+ 9 +323=0

l6sbar sind. Bestimmen Sie jeweils auch den Lésungsraum.
Losung:

(1) Die Koeffizientenmatrix A und die erweiterte Matrix (A, b) des ersten Gleichungssystems sind
1 2 3 1 2 3|0
A=|246 ]|, p=[2 4560
3 69 36 9|0

Da die Zeilen Vielfache voneinander sind, gilt Rang(A) = 1 und Rang(A,b) = 1. Also ist das
Gleichungssystem losbar.
Durch elementare Zeilenumformungen ergibt sich

1 2 3]0 I7r-2I 1 2 3]0 11T - 31 1 2 3|0
2 4 610 ~ 0 0 0]0 ~ 0 0 0]0
3 6 9|0 3 6 9|0 0 0 0]0
Durch Riickwértseinsetzen erhéilt man
ry = t,
o = S,
ry = —2s-—3t
fiir s,t € R. Der Losungsraum dieses LGS ist also
-2 -3
Li=<s- 1 1+t 0|, s,teR
0 1
(2) Beim zweiten Gleichungssystem sind
1 0 2 1 0 21
A= 3 2 1 ], (A)=1 3 2 1|0
4 1 3 4 1 3|0
Elementare Zeilenumformungen ergeben
1 0 2 17 —3I 0 2 IIT —41 10 2
3 2 1 > 2 =5 ~ 0 2 =5
4 1 3 1 3 01 =5

Damit ist Rang(A) = 3. Aus Rang(A4) < Rang(A,b) < 3 folgt Rang(A,b) = 3. Damit ist
das LGS eindeutig 16sbar. Um die Losung zu bestimmen, wenden wir dieselben elementaren
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Zeilenumformungen an auf die erweiterte Koeffizientenmatrix.

1 0 2|1 11 —-31 1 0 2 1

3 2 110 ~ 0 2 -5|-3
4 1 3]0 41 3| 0
III—41 (1 0 2| 1\ III-4II (1 0 2] 1
~ 0 2 =5|-3 ~ 0 2 —-5| -3
01 —5|—4 00 —5|-3
Riickwértseinsetzen ergibt
—§x =—— = xz3=1
9 3 — 2 3— 4L
200 —5=—-3 = x2=1,
r1+2=1 = z=-1
Somit ist
-1
Ly = 1
1
Hausiibung
Aufgabe H7 (Matrixoperationen) (4 Punkte)
a) Wir betrachten
-1 2
a=( 21 , B=(2 1 -1),C=| 3 0| und D= ).
—2 1 01 4

Berechnen Sie (BC) - (—AD + 3D).
b) Berechnen Sie die Produkte EF und ETF fiir

2 -1 01
E—<_2 1) und F—<_54>.

24
—10

Losung:

a) Man erhélt erhdlt BC = (1 3). Weiterhin ist AD = ( ) und somit —AD + 3D =

( _23 ) Insgesamt ergibt sich (BC) - (—AD + 3D) = 63.

B 5 —2 7~ [ 10 —6
b)EF—<_5 2)undEF-(_5 3>.

Aufgabe H8 ( GauB-Algorithmus, Inverse) (5 Punkte)
Berechnen Sie mittels des Gauf}-Algorithmuses die Inverse der Matrix A und bestimmen Sie an-

schlieflend die Losung des Gleichungssystemes Az = b.

1 0 3 2 1
-1 2 1 =2 1
A= 2 1 0 4|’ b= 1
3 -2 1 2 -1
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1 0 3 2 1 0 0 0
-1 2 1 —2 0 1 0 0 |22+ 71
2 1 0 4 0 0 1 0 |Z3-271
3 -2 1 2 0 0 0 1 |Z4-3Z1
1 0 3 2 1 0 0 0
0 2 4 0 1 1 0 0
0 1 —6 0 —2 0 1 0 [2Z23—-22
0o -2 -8 —4 -3 0 0 1 |Z4+ 22
1 0 3 2 1 0 0 0
0 2 4 0 1 1 0 0
0 0 -—16 0 -5 -1 2 0
0 0 —4 -4 -2 1 0 1 |4Z4-Z3
1 0 3 2 1 0 0
Losung: 0 2 4 0 1 1 0 0 122/2
0 0 —16 0 -5 —1 2 0 |Z3/(—16)
0 0 0 —16 -3 5 —2 4 |Z4/(-16)
1 0 3 2 1 0 0 0 |Z1-3Z3
0 1 2 0 1/2 1/2 0 0 |Z22-2Z73
0 0 1 0 5/16 1/16 —-2/16 0 |Z2—-2Z3
0 0 0 1 3/16 —5/16 2/16 —4/16
1 0 0 2 1/16 —-3/16 6/16 0 |Z1—2Z4
0 1 0 0 —2/16  6/16 4/16 0
0 0 1 0 5/16 1/16  —2/16 0
0 0 0 1 3/16 —5/16 2/16 —4/16
1 0 0 0 -5/16  7/16 2/16  8/16
0 1 0 0 -2/16  6/16 4/16 0
0 0 1 0 5/16 1/16 —2/16 0
0 0 0 1 3/16 —5/16 2/16 —4/16
Daher
-5 7 2 8
1 11—2 6 4 0
AT=w s 1 2 o

3 -5 2 —4
und 7 = A~1b = £ (—4,8,4,4)7 .

Aufgabe H9 (Vermischtes) (6 Punkte)
(a) Sei A € R**3 gegeben durch

9 6 3
A=|-3 =2 pu
6 4 2

mit u € R.
Bestimmen Sie den Rang von A in Abhéngigkeit von pu.

(b) Ist das Produkt zweier symmetrischer Matrizen wieder symmetrisch? Begriinden Sie Thre
Antwort!

(c) Zeigen Sie, dass fiir jede quadratische Matrix A mit reellen Eintrigen gilt: A + A” ist eine
symmetrische Matrix. Nutzen Sie hierfiir die Rechenregeln fiir Matrixaddition und fiir das
Transponieren.

Loésung:
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(a) Rangbestimmung:
Im folgenden bezeichnen S1,52,53 die Spalten 1 bis 3 der Matrix und Z1, Z2, Z3 die Zeilen

1 bis 3.

Z1/3 9 6 3 1 1 2
-3 -2 I S2—-S51 |0 1+up O
6 4 2 S3—-2511(0 0 0
3 2 1 1 0 0
-3 -2 I 0 1+p O

Z3—-27Z11| 6 4 2 0 0 0
3 2 1

Z2+ 71 -3 -2 7
0 0 0

S1/3 3 2 1

S2 «— S3 0 0 14+u
0 0 0

D.h. fiir p = —1 gilt rang(A) = 1 und fiir p # —1 gilt rang(A) = 2.

. . . 0 1 00y (01
(b) Neln,elnBelsplelware<1 0><O 1>_<O 0).

(c) Esgilt (A+ AT = AT + (A1) = AT + A=A+ AT,
Die erste und zweite Gleichheit gilt nach den Rechenregeln fiirs Transponieren, die letzte
Gleichheit gilt, da Matrixaddition kommutativ ist. Da nach der Gleichungskette gilt (A +
AT = A+ AT ist A+ AT symmetrisch.



