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Vorspann

Herzlich Willkommen zur ersten Matheiibung des Semesters!

Sie werden im ersten Teil des Semesters sehr viel mit Vektorrechnung zu tun haben. Erste Erfahrungen
haben Sie damit schon im letzten Semester gesammelt. Diese gilt es nun zu vertiefen und in einen
groferen Kontext zu setzen.

Diese erste Ubung soll Thnen helfen, sich an die Begriffe, die Thnen bereits im letzten Semester
vorgestellt wurden, zu erinnern.

Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Orthogonalitit von Vektoren)
Gegeben seien die Vektoren

5 3 1
up=1[4], u=1\|-4 und wuz = | -2
1 1 3

Untersuchen Sie diese Vektoren hinsichtlich ihrer Orthogonalitdt und berechnen Sie die Laéngen
von u1, us und ug.

Losung:

Zwei Vektoren heiflen orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt Null ist. Wegen

5 3
up-ug = | 4 —4|=5-344-(—4)+1-1=15-16+1=0,
1 1
5 1
up-uz = |4 —2|=5-144-(-2)+1-3=5-8+3=0
1 3
und
3 1
ugruz=[—-4]-{-2]=3-14+(-4)-(-2)+1-3=3+8+3=14
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sind die Vektoren u; und us sowie die Vektoren w; und us orthogonal.

Beziiglich der Léngen erhalten wir

lui| = V52 +42+12 =v25+16+1=v42,
lug| = /32 + (=42 +12 =94+ 16 +1 = V26,
lug| = V12 + (=22 4+ 32 =y1+4+9 =+14.

Aufgabe G2 (Vektorraum)
Zeigen Sie, dass die Menge U wie sie unten definiert ist einen Vektorraum bildet. Gehen Sie dabei
so vor, dass Sie alle Rechenregeln, die in einem Vektorraum gelten miissen nachweisen. Sie diirfen
hierbei alle Thnen bekannten Rechenregeln, die fiir reelle Zahlen gelten, verwenden.

T
T2
L3
Tq

U:z{ €R4\2x1+3x2—4x3+$4:0}

Loésung: Bevor wir beginnen die Regeln V1 bis V8 zu zeigen miissen wir zunichst die beiden
Vorbedingungen aus der Definition priifen.

Seien z,y € U und A € R. Wir miissen zeigen, dass gilt: x +y € U und Ax € U.

Damit « +y € U gilt, muss die folgenden Gleichung erfiillt sein:

2(z1 +y1) +3(v2 +y2) —4(z3 +y3) + (Ta+y4) =0
Wir diirfen nach den Rechenregeln reellen Zahlen folgendermaflen umformen:
2(z1+y1)+3(z2ty2) —4(z3+ys) +(Tatys) = (201 +3v2—4w3+24)+ (201 +3y2—4y3+ys) = 0+0 =0

Die dritte Gleichheit gilt, da x und y Elemente aus U sind. Also erfiillt auch = + y die fiir U
geforderte Gleichung und ist daher auch ein Element aus U.
Um zu zeigen, dass Az € U gilt, miissen wir zeigen, dass auch die folgende Gleichung erfiillt ist:

2(Ax1) 4+ 3(Aza) — 4(Ax3) + (Azyg) =0
Wieder kénnen wir dank der Rechenregeln fiir reelle Zahlen die folgenden Umformungen machen:
2()\3:'1) + 3()\(132) — 4()\563) + ()\134) = A(2:c1 + 3x9 — 4dx3 + $4) = )\(0) =0

Wie oben haben wir also wie gefordert gezeigt, dass auch Az ein Element aus U ist.
Nun kénnen wir die Rechenregeln V1 bis V8 betrachten. Hier werden exemplarisch nur V2, V3
und V7 betrachtet. Alle anderen Begriindungen gestalten sich analog.

(V2) (z+y)+z=2+(y+2)
Da z,y und z aus R* sind. Gilt:

(1 +11)+ 21 1+ (y1 + 21)
(2 + y2) + 22 x2 + (y2 + 22)
x+ +Z: = :$+ +Z
(@+y) (3 +y3) + 23 3+ (y3 + 23) (y+2)
(x4 4+ ya) + 24 x4 + (ya + 24)

Die zweite Gleichheit gilt wegen der Assoziativitédt der Addition bei reellen Zahlen.
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(V3) Es gibt ein Element 0 in U.

0 0
Tatséchlich gilt fiir 8 dass 2-04+3-0—4-040 =0, also ist 8 ein Element aus U.
0 0

Und es gilt die geforderte Gleichung x + 0 = = nach den Rechenregeln fiir reelle Zahlen.
(VT7) Es soll gelten: A(z +y) = Az + Ay Wir werden dhnlich vorgehen wie bei V2. We gilt:

Mz + 1) Ar1+ Ay
Mz tye) | | A+ Ay |
Az ty) = Mzs+ys) | | Az +Ays | AT+ Xy
AMzg + ya) AZ4 4+ Ayy

Wieder gilt die zweite Gleichheit aufgrund der Rechengesetze fiir reelle Zahlen.

Hausiibung

Aufgabe H1 (Skalarprodukt und Winkel) (6 Punkte)
Die Punkte Py;(0,0), P»(2,1) und P3(—1,4) sind die Eckpunkte eines Dreiecks im R2.
Berechnen Sie
a) die Lénge der Seiten P, Ps, P; P3 und P, Ps,
b) die Winkel in den Punkten P;, P> und Ps und
c¢) den Flidcheninhalt des Dreiecks.
Losung: Gegeben sind die Punkte P; = (0,0), P» = (2,1) und P3 = ( — 1,4). Diese ergeben das
Dreieck

P1

T e

Abbildung 1: Zeichnung zu Aufgabe H1

Die Richtungsvektoren sind die folgenden:

2—0 -1-0 —-1-2 -3
P1P2—<10>,P1P3—< 4A-0 >,P2P3—< 41 >—< 3 )
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a)

Zur Berechnung der Langen der Vektoren verwenden wir die Formel

7] = /02 + v2.

Wir erhalten also

|P\Py| = VA+1=15, |PPs| = V1+16 = V17, |PPs| =9+ 9 =3V2

b) Es gilt die Formel
-0 =|ul-|v]-cosa.
Somit erhalten wir den Winkel im Punkt P;
2\ [ -1
1 4 2
cosa = =
V51T V51T
und damit
Q= arccos T _[TAr
N VEV17 | 1,3521 (Winkel im Bogenmaf )
Fiir den Winkel in P, gilt (VORSICHT! Sie miissen die Richtung des Vektors P; P, zuerst umkehren)
-2 -3
5 -1 3 1
cos 3 = =
BavE VA
und damit
0B = arccos RS
N v2v5 | 1,249 (Winkel im Bogenma$ )
. . . . _ | 30,96°
Analog fiir den Winkel in Ps gilt v = { 0,5404 (Winkel im Bogenma8 )
c¢) Fiir den Flicheninhalt kennen wir eine Formel aus Mathe 1, die mit Hilfe des Vektorprodukts
den Flicheninhalt berechnet. Da das Vektorprodukt aber nur fiir Vektoren im R? definiert
ist, miissen wir an zwei, das Dreieck aufspannende Vektoren jeweils noch eine 0 anhéngen.
Hier wihlen wir die Vektoren P P> und P; P3. Mit der Formel berechnen wir also:
2 -1 0
1 1l x| 4 = % 0)|=4,5
0 0 9
Der Flécheninhalt des Dreiecks betrigt also 4,5 Flacheneinheiten.
Aufgabe H2 (Geraden im R?) (6 Punkte)

V3

Gegeben sei der Vektor v; = ( 3 ) .

a)

Geben Sie alle Vektoren an, die auf v; senkrecht stehen.
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b) Es sei v; der Ortsvektor des Punktes P und der Vektor vy = < \}§ ) der Ortsvektor des

Punktes (). Geben Sie die Gleichungen fiir die Gerade g1 durch den Punkt P mit Richtungs-
vektor vo und die Gerade gy durch den Punkt ) mit Richtungsvektor v; an. Berechnen Sie
den Schnittwinkel und den Schnittpunkt von g; und go.

Loésung: Gegeben ist der Vektor vy = ( \33 >

a) Gesucht sind alle Vektoren w, fiir die gilt v; Lw, es muss also gelten

vi-w =20
1
= W= ——=Wy

V3

Wihlen wir wy =1 = w, = —%.

_ 1 1
:>w:6-< 1\@) und @:5-(‘/§i>, deR

sind die zu v; orthogonalen Vektoren.

b) Wir bestimmen die Geraden zunéchst in der Form

o 3 1
glzcc:vl—i-/\vQ:(\/g)—i-)\(\/g

. 1 3
gz:x:v2+ﬂvlz<\/§>+p<\/§>, p €R.

Die Geradengleichungen ergeben sich somit als
g1:3r—V3y=6 und 922$—\/§y:—2.

Offensichtlich ist der Schnittwinkel ¢ = .
Als Schnittpunkt erhélt man durch Losen des Gleichungssystems bestehend aus g1 und go
den Punkt (4,2v/3).

Aufgabe H3 (Determinanten) (3 Punkte)
Bestimmen Sie die Determinanten der Matrizen
3 7 —4
A:<§ ?), B=1|2 5 3 und
9 2 0

Losung:

detA—‘ '—3-7—5-2—21—10—11

3 2
5 7
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weiterhin ergibt sich

3 7 -4
detB=|2 5 3
9 2 0

=3.5-04+2-2-(—4)+9-7-3-9-5-(-4)—3-2-3-2-7-0
=0 —16+ 189 + 180 — 18 — 0
= 335.



