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Mathematik II fiir BI, WIBI, MaWi und GEO
Semestralklausur 1

Bitte in DRUCKSCHRIFT deutlich lesbar ausfiillen:

Name: ... ... Matrikelnummer: ................

Vorname: ........................ Studienfach: .................. ...

Fachsemester: ................. ... Ubungsgruppe: ..................
Aufgabe 112 1]3 ]| MC Z

Maximale Punktzahl | 10 | 12 | 8 20 50
Erreichte Punktzahl

Bitte alle Blédtter mit Namen versehen, fortlaufend numerieren und am Schlufl der Klausur
in das in der Mitte einmal gefaltete Aufgabenblatt legen. Das Schreiben mit Bleistift ist nicht
erlaubt.

Geben Sie bitte simtliche Zwischenergebnisse bei der Losung der Aufgaben an, andern-
falls mufl mit Punktabzug gerechnet werden.

Hilfsmittel: Zugelassen sind zwei selbst handschriftlich beschriebene DIN-A4-Seiten und
ein einfacher und nicht-programmierbarer Taschenrechner.



Aufgabe 1 (3 + 5 + 2 = 10 Punkte)
Gegeben ist die folgende Quadrik

17 12 116
i) + 4 = 0.
10

9
Q(xy,z0) = 593% — 32129 + —:Eg

2 VIO T V10

(a)Geben Sie die Quadrik in der Form 27 Az + bz + ¢ = 0 an, wobei x = (il) Zeigen
2
Sie weiterhin, dass 4 und 9 Eigenwerte der Matrix A sind.
(b)Fiihren Sie eine Hauptachsentransformation durch.

(c)Skizzieren Sie die Quadrik im z;-zo-Koordinatensystem. Geben Sie explizit den Mit-
telpunkt und die Lange der Hauptachsen an.

Aufgabe 2 (2 + 2 + 8 = 12 Punkte)

Bei dieser Aufgabe geht es darum, Extrema der Funktion f(z,y,2) = 2? +y — z auf der
Menge S = {(z,y,2) € R*| g(z,y,2) = 2* + y* + 2* — 1 = 0} zu finden.

(a)Begriinden Sie, warum f auf S ein Maximum und ein Minimum annimmt.
(b)Sei L(z,y,2,\) = f(x,y,2) — Ag(z,y, z). Berechnen Sie L,, L,, L., L.

(c)Bestimmen Sie nun die Extrema von f auf S, das heifft bestimmen Sie die Extrema
von f unter der Nebenbedingung g(x,y,z) = 2> +y* + 22— 1 = 0.

Aufgabe 3 (2 + 6 = 8 Punkte)

Eine Betonplatte B soll stabil auf eine Sdule gesetzt werden. Um dies zu erreichen, soll der
Schwerpunkt von B berechnet werden. Die Platte habe dabei ungefihr folgende Gestalt:

Wir stellen uns B als Fliche im IR? vor. Der untere linke Eckpunkt von B sei der Ursprung
und die obere geschwungene Kante sei {(z,y) € R?|y = sin(z) + 3 und 0 < z < 27},

(a)Berechnen Sie den Flicheninhalt von B als Integral [[;1d(z,y).
(b)Berechnen Sie nun den Schwerpunkt (z,ys) von B

Hinweis: Sie kénnen benutzen, dass gilt: [ sin(z)? dz = (z — sin(z) cos(x)).
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Aufgabe 1 (3 + 5 + 2 = 10 Punkte)
Gegeben ist die folgende Quadrik

9 17 12 116
Q(l’l, 1’2) = 51‘% — 3x129 + 71’% — \/—1_01'1 + \/—1_01’2 +4 =0.

(a)Geben Sie die Quadrik in der Form 27 Az + bTx + ¢ = 0 an, wobei z = (il) Zeigen
2
Sie weiterhin, dass 4 und 9 Eigenwerte der Matrix A sind.
(b)Fiihren Sie eine Hauptachsentransformation durch.

(c)Skizzieren Sie die Quadrik im z;-z9-Koordinatensystem. Geben Sie explizit den Mit-
telpunkt und die Liange der Hauptachsen an.

Aufgabe 2 (2 + 2 + 8 = 12 Punkte)
Bei dieser Aufgabe geht es darum, Extrema der Funktion f(z,y,z) = 2? +y — 2z auf der
Menge S = {(z,y,2) € R3| g(x,y,2) = 2> +4*> + 22 — 1 = 0} zu finden.

(a)Begriinden Sie, warum f auf S ein Maximum und ein Minimum annimmt.
(b>Se1 L(l’, Y, 2, )‘) = f('xa Y, Z) - )\g(:l?, Y, Z)' Berechnen Sie L:Jca Lya Lza L)\-
(c)Bestimmen Sie nun die Extrema von f auf S, das heifft bestimmen Sie die Extrema

von f unter der Nebenbedingung g(z,y,2) = 2*> + y?> + 22 — 1 = 0.

(a)S ist kompakt (abgeschlossen und beschréinkt im IR?) und f ist stetig. Nach dem Satz
vom Minimum und Maximum nimmt f auf S ein Minimum und ein Maximum an.

(b)Wir leiten L partiell ab:

Ly = fo — Mg = 22 — (22)A = 0,
!
L,=f,—Xgy=1—-(2y)A=0,
L.=f —Ag = —1—(22)A =0,
Ly=2>+y*+2°—1=0.

(1)

Die partiellen Ableitungen miissen zur Bestimung von Extrema unter der Nebenbedin-
gung g(z,y,z) = 0 alle Null sein.

(c)Wegen der zweiten und dritten Gleichung von (1) sind y, z, A allesamt ungleich Null.
Ferner sagen uns dieselben Gleichungen auch y = 5= und z = —%,

2
Wir betrachten nun die Fiélle x # 0 und x = 0:
Sei x # 0, dann formen wir die erste Gleichung von (1) wie folgt um:

somit ist y = —=z.

20— 20)A =0 = =1
Dann ist y = 1 und z = —3. Wir setzen dies in die vierte Gleichung von (1) ein:

2+ L + L 1l = z== L
4 4 V2
Somit haben wir zwei Kandidaten fiir Extrema: (\/Li’ %,
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Sei nun x = 0. Wir setzen dies und y = —z in die vierte Gleichung von (1) ein:
22 =1lundy=—2 =— z—:Fl und —:l:1
Y /2 Y NG
Somit haben wir zwei weitere Kandidaten fiir Extrema: (0, —s, _\%) und (0, _\/Li’ \/Li)

Wir berechnen nun die Funktionswerte an obigen Stellen:
1 1 1 11 1 1 3
_— = — = — —_—— = — = = — 1 — —
f(\/_’Q’ 2> f( \/_’27 2) 2+ 2’

f
f (O, —— ) V2.
vl
)

Somit ist f auf K in (0, — minimal und in (5, 3, —3), (~ 5,

o %I %I

1 .
, —3) maximal.

N =

1
73

Aufgabe 3 (2 + 6 = 8 Punkte)

Eine Betonplatte B soll stabil auf eine Sdule gesetzt werden. Um dies zu erreichen, soll der
Schwerpunkt von B berechnet werden. Die Platte habe dabei ungeféhr folgende Gestalt:

Wir stellen uns B als Fliche im IR? vor. Der untere linke Eckpunkt von B sei der Ursprung
und die obere geschwungene Kante sei {(z,y) € R*|y = sin(z) + 3 und 0 < z < 27}

(a)Berechnen Sie den Flicheninhalt von B als Integral [[,1d(x,y).
(b)Berechnen Sie nun den Schwerpunkt (zs,ys) von B

Hinweis: Sie kénnen benutzen, dass gilt: [ sin(z)? dz = (z — sin(z) cos(x)).

(a)Da B ein Normalbereich ist, kénnen wir integrieren:

2m  psin(z)+ 2m 2r
// 1d(x,y) / / 1dy dr = / []jom f)m(xHS dr = / (sin(z) + 3) dz
0

—cos(z) + 3x])°=2" = (— cos(27) 4 6m) — (= cos(0) + 0) = 6.
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(b)Wir benétigen noch die Integrale [[,xd(x,y) und [[,yd(z,y):

2r  psin(z)+3 2w ) 2m
// rd(z,y) = / / rdydr = / [xy]Zj)m(xH?’ dr = / (zsin(z) 4+ 3z) dx
B o Jo 0 0

2w 31_2 T=2m
= [~z cos(z)]"=" — / — cos(z) dx + [7]
0

x=0
w=2r 127°
= (2 + 0+ o)+ (2

2m  psin(z)+3 2m y2 y=sin(z)+3
// rd(z,y) = / ydydr = / {—} dx
B o Jo 0 2 |,—0
1 2
=3 / (sin(x)* + 6sin(x) + 9) dx
0

—0) = 6712 — 2m,

- % (B(x —sin(z) COS(“'))E:OW + [=6 cos(2)];Z5" + [9;4;;3”)
= % <%(27T—0)+0+187r> —~ 197”.

Also ist (2, 1s) = (6”26—;2” %) ~ (2,8082; 1,5833).



