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Gruppeniibung

Aufgabe G43 (Multiple Choice)

(a) O Kurvenintegrale liangs geschlossener Kurven sind immer Null.
[0 Kurvenintegrale konservativer Vektorfelder sind immer Null.
0 Kurvenintegrale konservativer Vektorfelder léings Kurven sind nur endpunktabhéngig.
0 Kurvenintegrale konservativer Vektorfelder ldngs geschlossener Kurven sind immer Null.
(b) O Parametrisierte Flichen sind die Bilder S stetiger Funktionen g : R? O D — R3 fiir aus
Normalbereichen zusammengesetzte D.
[ Parametrisierte Flachen sind immer glatt.
O Die Funktion g : R? — R3, (u,v) +— (u?,u 4+ v?,v)T beschreibt eine glatte Fliche.

O Die Funktion g : R? — R3, (u,v) — (vcos(u),vsin(u),v)” beschreibt eine glatte Fliche.

Aufgabe G44 (Regulédre Flichen, Normaleneinheitsvektoren, Oberflichenintegrale)
(a) Entscheiden Sie, ob die Bilder der folgenden Funktionen regulére Flichen sind und bestimmen
Sie gegebenenfalls die Normaleneinheitsvektoren.
i g:(—mm) x (3;2F), (u,v) — (cos(u) sin(v), sin(u) sin(v), cos(v))7.
ii. g:R? —R3, (u,v) — (u?,u3,v)7T.
iii. g: (1;2) x (0;27) — R3, (u,v) — (vcos(u),vsin(u),v)”.

(b) Sei S das Bild von g aus (a) i. Bestimmen Sie den Flicheninhalt [[,1dO und das Integral
1
Is v dO.

(c) Sei T das Bild von g aus (a) iii. und w : R — R3 (z,y,2) — (—yz,zz,2% + y*)T ein
Vektorfeld. Berechnen Sie [[w - dO.



Aufgabe G45 (Satz von Green)

z

-

Wir erinnern uns an das Herz H ausl Aufgzllbe H33, zusammengesetzt aus den Stiicken
HI:{(x,y)eR2\0<m<2und0<y< 1—(x—1)2}
ng{(x,y)€R2‘—2<5L‘<Ound0<y< 1—(13+1)2}

Hs = {(z,y) E]Rﬂ —cos(y) — 1<z <cos(y)+1lund —7m <y <0}.
(a) Zerlegen Sie den Rand 0H in vier Kurven Cy,Co,C3,Cy und geben sie korrespondierende

Parametrisierungen 1, 2, x3, x4 an.

(b) Sei w : R? — R? (z,y) — ( — y,x)". Bestimmen Sie §,,, w - do einmal direkt und einmal
mit Hilfe des Satzes von Green.

Aufgabe G46 (Satz von Stokes)
Sei D = {(ac,y) eR?| a2+ y? < 1} und g : D — R3, (u,v) — (u,v, V1 —u2 —v2)T mit Bild S.
(a) Was ist S anschaulich, was sein Rand 9S? Parametrisieren Sie S mit einem z : [a,b] — R3.
(b) Warum ist S glatte Fliche?

(c) Sei w:R? — R3, (x,9,2) — (2,—2,y)". Bestimmen Sie gSaSw - dr einmal direkt und einmal
mit Hilfe des Satzes von Stokes.

Aufgabe G47 (Satz von Gau im R? und im R?)
(a) Wir betrachten erneut das Herz H aus Aufgabe H33 und G45.

i. Bestimmen Sie den Normaleneinheitsvektor des Randes 0 H mit der Zerlegeung von 0H
geméafl G45 (a) und der Formel fiir Normaleneinheitsvektoren an Kurven:

A (& 5 al() (5 )=

ii. Seiw:R?*—R? (z,y) — (0,2)". Bestimmen Sie §,,,(w-n)ds einmal direkt und einmal
mit Hilfe des Satzes von Gau8.

(b) Sei §% = {(:c,y,z) ERY| Va2 +y? + 2% = 1}. Berechnen Sie mit dem Satz von Gaufl das
Integral I = ¢f. (22 + 22,2y + €%,z — sin(2)y) " - n(z,y, 2) dO(z,y, 2).



Ubersicht iiber Integrale und Integralsiitze

. Eindimensionales Integral fiir a,b € R und f : [a;b] — R integrierbar:

[r=[ 1w

. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir f : [a;b] — R stetig und F' = f:

b !
/ f=F(b) - Fla).

. Substitiutionsregel fiir g : [a;b] — R stetig differenzierbar und f : [g(a); g(b)] — R stetig:

9(b) b
/ flx)do = / Flot)) - g (t) dt
g(a) a

. Zweidimensionales Integral fiir I = [a1;b1] X [ag;b2] und f : I — R stetig:

//If=/lf(x,y)d(x,y)=/: azzf(x,y)dydx:/: aflf(x,y)da:dy.

. Zweidimensionales Integral fiir B C R? Normalbereich und f : B — R stetig:

// /fa:y (z,y) // xydydazoder// // f(z,y) dz dy.

. Dreidimensionales Integral fiir I = [a1;b1] X [a2;b2] X [ag;b3] und f: I — R stetig:

//IfZ//If(x,y,z .Y,z /bl/bz b3fdzdydx—/b2/b3 blfda:dzdy usw.

. Dreidimensionales Integral fiir B C R?® Normalbereich und f : B — R stetig:

//Bf://Bf(x,y,z (z,y,2 //(I /h(w f dz dy dz usw.

. Zwei- bzw. dreidimensionale Transformationsformel fir A, B C R? bzw. A,B C R3 offen,
g : B — A stetig differenzierbar mit stetig differenzierbarer Umkehrfunktion, f : A — R stetig:

/ REUICOE //B F(g(u,v)) - [det Ty (u, v)]| d(u, v) baw.

//A Fz,y,2) d(z,y, 2) = //B Flg(u,v,w)) - [det T, (u, v, w)| d(u, v, w).

. Kurvenintegral vom Skalarenfeld f : R" — R ldngs reguldrer Kurve C = z : [a;b] — R™:

bei geschlossener
ds = dt ds.
/ Jds = / f ‘ Kurve C ¢C Jds
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Kurvenintegral vom Vektorfeld w : R" — R™ lings regulidrer Kurve C' = z : [a;b] — R™:

b bei geschlossener
/ w-dr = / w(z(t)) -2/ (t) dt = 55 w - dx.
C a C

Ku;e C

Hauptsatz fir Kurvenintegrale konservativer Vektorfelder w = Vf : R® — R" ldngs reguldrer
Kurven C' =z : [a;b] — R™:

/ w-dr = f(z(d)) — f(z(a)) und bei geschlossener Kurve C: yﬁ w - dx = 0.
C (&

Oberflichenintegral vom Skalarenfeld f : S — R iiber S, gegeben durch g : R2 D> D — S C R?:

//sfdo = //Df(g(u,v)) |9, v) X go(u,v)] d(u,v) ** iij%::iener #gde.

Oberflichenintegral vom Vektorfeld w : R3 — R3 iiber S, gegeben durch g : R2 D D — S C R?:

// w-dO = // w(g (1, 0)) - (Gultty v) X oty v)) d(u, v) " ESTosserer # w - dO.
S D Fliache S S

Satz von Green fiir D C R? offen, w : D — R? stetig differenzierbares Vektorfeld, B C D Bereich
mit stiickweise regulirem, geschlossenem Rand 0B = Cy U...U Cy, jedes C; = z; : [a; b] — R2:

! an 611}1
w - dx +...+/ w - dr zyg w'dx;//<x, - —(x, >dx, .
R [ wean=¢ (Grww -G @) diy

Satz von Stokes fiir w : S — R3? stetig differenzierbares Vektorfeld iiber stiickweise regulirem
S gegeben durch g : R2 O D — S C R? mit stiickweise regulirem, geschlossenem Rand
0S = C1U...UCy, jedes C; = x; : [a;b] — R3:

/w-dm1+...—|—/ w-dwk:§£ w-dwé//rot(w)-dO://(VXW)-dO.
Cy Cy as S S

Satz von Gauf im R? fir D C R? offen, w : D — R? stetig differenzierbares Vektorfeld,
B C D Bereich mit stiickweise regulidrem, geschlossenem Rand 0B = Cy U ... U (Y}, jedes
C; = x; : [a;b] — R?, duBerer Normaleneinheitsvektor n; : C; — R2, |n;| = 1:

/C“l(w.nl)ds—i_m+/ck(w'nk)dS:§éB(w'n)dsé//Bdiv(w)://Bv'w

Satz von Gauf im R> fiir D C R? offen, w : D — R3 stetig differenzierbares Vektorfeld, B C D
aus Normalbereichen zusammengesetzt mit stiickweise reguldrem, orientiertem Rand 0B und
duBerem Normaleneinheitsvektor n : 9B — R3, |n| = 1:

ﬁgB(w~n)dOé///Bdiv(w)://3V-w.



