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Gruppeniibung

Aufgabe G36 (Multiple Choice)
(a) Der Gradient ist fiir Skalarenfelder definiert.
Der Gradient ist fiir Vektorfelder definiert.
Die Rotation ist fiir Skalarenfelder definiert.
Die Rotation ist fiir Vektorfelder definiert.
Die Divergenz ist fiir Skalarenfelder definiert.
Die Divergenz ist fiir Vektorfelder definiert.
Der Laplace-Operator ist fiir Skalarenfelder definiert.
Der Laplace-Operator ist fiir Vektorfelder definiert.
Stetige Funktionen sind auf kompakten Intervallen integrierbar.

Stetige Funktionen sind immer integrierbar.
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Die Transformationsformel im R2 lautet
/A F(@,y) d(z,y) = /B F(g(u,v)) - det Ty(u,v) d(u,v)

fir A, B C R?, stetiges f: A — R und g : B — A stetig differenzierbar und bijektiv.

[0 Die Transformationsformel im R2 lautet
[ i = [ flatuo)- et o)l diuv)

fir A, B C R?, stetiges f: A — R und ¢ : B — A stetig differenzierbar und bijektiv.

Aufgabe G37 (Jacobi-Matrizen und Kettenregel)
(a) Bestimmen Sie von folgenden Funktionen die Jacobi-Matrix:
fl : RQ - Rsv fl(xv y) = (2(1)‘:(/ - y27 Sil’l(l‘) +y, COS(LUy))T7
f2 : Rg - ]R27 fQ(xa Y, Z) = ( 2Z - y2371n($yz))T7 f3 : ]R4 - R? f3(w7x7y7 Z) =2y - ez,



(b) Was ist der Unterschied zwischen dem Gradienten und der Jacobi-Matrix einer Funktion?

(c) Seien f:R? — R?, f(x,y) = (2 —2y,z +y3)T und g : R — R?, g(2) = (2, 2)T. Bestimmen
Sie J(foq)(7) auf zwei Arten und Weisen: einmal direkt, indem sie (f o g) bilden und dann
die partiellen Ableitungen berechnen und einmal mit Hilfe der Kettenregel:

T(fog)(2) = Tf(9(2)) - Ty(2).

Aufgabe G38 (grad, div, rot, A)
Wir wiederholen kurz einige Begrifflichkeiten. Seien dafiir f : R® — R, (z,v, 2) — f(x,¥,2) und
v: R — R?)a (‘Tv Y, Z) = (Ul (.ﬁL‘, Y, Z), v2(£7 Y, Z), ’1)3(.%', Y, Z))T Dann definieren wir:
e Der Gradient von f ist grad f =V f = (fz, fy, )T R — R3.
e Die Divergenz von v ist divv = 0,v1 + Oyva + 0,v3 : R3 — R.
e Die Rotation von v ist rotv = (Oyvs — O,v2, 0,v1 — Opv3, OV — ayvl)T :R3 — R3.
e Laplace von f ist Af = 0,0, f + 0,0,f + 0.0,f : R® - R.

Nun wollen wir einige Rechenregeln mit diesen Symbolen zeigen.

Or
(a) Fiir divv schreibt man oft auch V - v. Begriinden Sie dies, indem Sie V = | 9, | schreiben
8
und - als Standard-Skalarprodukt im R3 lesen.
On
(b) Fiir rot v schreibt man oft auch V x v. Begriinden Sie dies, indem Sie V = | 9, | schreiben
8

und x als Kreuzprodukt im R? lesen.
(c) Zeigen Sie, dass gilt: V x (Vf) = rot(grad f) = 0 € R3.
(d) Zeigen Sie, dass gilt: V - (V x v) = div(rotv) =0 € R.
(e) Zeigen Sie, dass gilt: V- (Vf) = div(grad f) = Af. Daher schreibt man manchmal: V2 = A,

Aufgabe G39 (Integration iiber Normalbereiche, Transformationsformel, Polarkoordinaten)

(a) SeiN:{(:E,y)€R2|—\/1—y2§x§%—l—% und —1§y§1}.
i. Skizzieren Sie N. Um welchen Typ Normalbereich handelt es sich hier?
ii. Berechnen Sie [y 2zyd(z,y).

(b) Berechnen Sie das Integral

e_ 22442 d
|, o )
mit Hilfe der Transformationsformel und der Funktion

TCOS(¢)> |

. . 2
g: R>0 X (Oa 27T) — R ,(T, QO) = <TSiI’l(g0)

Man nennt diese spezielle Transformation die Transformation in Polarkoordinaten des R?.



Hausiibung

Aufgabe H31 (Jacobi-Matrizen und Kettenregel) (34-2=5 Punkte)
Seien f:R?® = R, (w,z,y) — wz — 2y +wyund g: R — R3 2 (2, —2,2%)7T.
Bestimmen Sie jeweils auf zwei Arten und Weisen:

(a) (fo9)'(1) = T(roq) (1).
(b) Tigop)(1,2,0).

Aufgabe H32 (Integration im R?) (34-2=5 Punkte)
(a) Sei I ={(z,y) eR?*: 1<z <2und 3 <y <5} und f(z,y) = cos(2rz)e.
i. Warum existiert das Integral [, f(z,y)d(x,y)?
ii. Berechnen Sie ff f35 f(z,y) dy dx und f35 f12 f(z,y) dx dy.
(b) Berechnen Sie
d [

i /. In(zy?) dy.

Aufgabe H33 (Flicheninhalt- und Volumenbestimmung) (34-2=5 Punkte)

(a) Es seien:

le{(a:,y)6R2\0§x§2undogyg 1_(1;_1)2}
Hg:{(x,y)e]R?‘_nggOundOgyg 1—(x—|—1)2}
Hs = {(z,y) € R*| —cos(y) —1 <z <cos(y) + 1 und —7 <y <0}.

i. Skizzieren Sie Hi, Hy und Hj in ein gemeinsames Koordinatensystem.
ii. Sei H = H; U H;U H3. Berechnen Sie den Flicheninhalt von H als Integral [, 1d(z,y).
Hinweis: Sie konnen benutzen, dass gilt: [ cos(t)?dt = $(t + sin(t) cos(t)).
(b) Berechnen Sie das Volumen der oberen Einheits-Halbkugel im R3, indem Sie die Funkti-
on f(z,y) = /1 — (2% +y?) iiber die Einheitskreisscheibe D? = { (z,y) € R?|2? + y* < 1}
integrieren. Hinweis: Benutzen Sie auf D? eine Transformation in Polarkoordinaten mit

g:(0;1) x (0;2m) — R?, (r, ) (Zz?j((:i))> .



