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8. Ubungsblatt zur
, Mathematik II fiir BI, MaWi, WI(BI),
AngGeo*

Gruppeniibung

Auf diesem Ubungsblatt mochten wir uns zwei Themen der zweiten Hilfte der Veranstaltung, der
Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Funktionen mehrerer Verénderlicher, nihern.

Aufgabe G24 (Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Funktionen einer Veridnderlicher)
Welche der folgenden Funktionen f; : D; — R sind stetig, welche differenzierbar? Geben Sie
gegebenenfalls die Ableitung f/(x) an einer beliebigen Stelle x € D; an.

fi:R=Rz—z% fr:R->Rz— |z

f3: R\{0} — R,z |2; f4:R—>R,5L‘|—>{8 ir z # 0

Aufgabe G25 (R" als topologischer Raum)
Wir definieren fiir zwei Elemente x = (:L'l,.. a:n) y = (y1,---,yn) € R™ deren Abstand als
dz,y) = |z —y| = /(@1 —y1)2+ ...+ (2 = /> (z; —y;)?. Mit diesem Abstand
ergeben sich die Begriffe Umgebung, innerer Punkzt oﬁene Teilmenge, Randpunkt, abgeschlossene
Teilmenge !, siehe Skript, Seiten 86 und 87.

(a) Geben Sie eine offene Teilmenge des R? an, skizzieren Sie sie und begriinden Sie kurz, warum
sie offen ist.

(b) Geben Sie eine abgeschlossene Teilmenge des R? an, skizzieren Sie sie und begriinden Sie
kurz, warum sie abgeschlossen ist.
(c) Gibt es Teilmengen des R", die offen und gleichzeitig abgeschlossen sind? Wenn ja, welche?
(d) Gegeben sei die Menge Q@ = {z = (z1,22) € R?| -1 <2z; <lund — 0,5 <z <1} CR%
i. Skizzieren Sie Q.
ii. Geben Sie einen inneren Punkt und einen Randpunkt von @ an.
iii. Ist @ offen? Oder abgeschlossen? Weder noch?

Aufgabe G26 (Folgen und Stetigkeit im R"™)
(a) Zeigen Sie, dass die Folge (zg)reny mit z = (%, %, . %) € R™ konvergiert, das heifit einen
Grenzwert im R™ hat. Wie lautet dieser Grenzwert?

'Immer wenn diese Begriffe definiert werden kénnen, redet man von einem topologischen Rawm und wenn man einen
topologischen Raum hat, kann man von stetigen Funktionen reden.



(b) Betrachten Sie die Funktion

Ty .
iR R, (ny) o 4 P (@9) £ (0,0)
0 fiir (2, y) = (0,0)

Ist h auf R?\{0} stetig? Ist h in (0,0) stetig? Ist h auf R? stetig?
Hinweis: Betrachten Sie fiir die zweite Frage die Folge aus (a) mit n = 2.

Aufgabe G27 (Kompaktheit und Stetigkeit)
Eine Teilmenge K C R"™ heifit kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt ist, das heifit sie
enthélt alle ihre Randpunkte und wird von einer geniigend grofien Kugel umfasst. Kompaktheit
ist einer der wichtigsten Begriffe in der Mathematik iiberhaupt. Einer der Griinde dafiir ist der
Satz vom Minimum und Maximum:

Satz: Sei K kompakt und f : K — R stetig. Dann hat f ein Minimum und ein Maximum,
das heifit, es gibt a,b € K, so dass fiir alle z € K gilt: f(a) < f(z) < f(b).

(a) Geben Sie eine kompakte Teilmenge jeweils des R, R? und R™ (allgemein) an. Geben Sie zwei
nichtkompakte Teilmengen des R an, eine abgeschlossen und die andere beschriankt.

(b) Welche Quadriken im R? und welche im R? sind kompakt?
(c) Betrachten Sie h : R? — R mit h(x1,22) = 21 + 2. Nimmt & ein Maximum an? Und nimmt &
eingeschriinkt auf den Einheitskreis S! = { (x1,m2) € RQ‘ Vad 4 a3 = 1} ein Maximum an?

Hausiibung

Aufgabe H23 (Stetigkeit und Differenzierbarkeit von Funktionen einer Veranderlicher) (24-2+43=7
Punkte)

Welche der folgenden Funktionen f; : D; — R sind stetig, welche differenzierbar? Geben Sie
gegebenenfalls die Ableitung f/(x) an einer beliebigen Stelle x € D; an.

fi: R—=R,z+— e(‘rz); fo:R—>R,z— |z[*; f3:Rsg— R,z In(z) - sin(cos(z + 7)).

Aufgabe H24 (Stetigkeit im R™) (14-241=4 Punkte)
Betrachten Sie die Funktion

2yt

h:R? — R, (z,y) — {W fiar (z,y) # (0,0)
0 fiir (z,y) = (0,0)

Ist h auf R?\{0} stetig? Ist h in (0,0) stetig? Ist h auf R? stetig?
Hinweis: Betrachten Sie fiir die zweite Frage eine allgemeine Folge (zk,yr)ren, die gegen (0,0)
konvergiert und benutzen Sie die Ungleichung ab < % (a2 + b2).

Aufgabe H25 (Kompaktheit und Stetigkeit) (24+2=4 Punkte)
Sei B = { (21,25) € R?[ (/4 + 423 <1},
(a) Ist E kompakt?

. 2_
(b) Nimmt die Funktion f: E — R, (z1,22) % ein Minimum an? Begriinden Sie.
2



