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Gruppeniibung

Aufgabe G17 (Multiple Choice)
(a) Welche der folgenden Aussagen iiber algebraische und geometrische Vielfachheit von Eigen-
werten sind wahr?

[0 algebraische Vielfachheit < geometrische Vielfachheit
[0 geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit

[0 Falls das charakteristische Polynom einer quadratischen Matrix in Linearfaktoren zerfallt,
und die algebraische Vielfachheit fiir alle Eigenwerte der geometrischen Vielfachheit ent-
spricht, dann ist die Matrix diagonalisierbar.

O Fiir jeden Eigenwert einer quadratischen Matrix ist die geometrische Vielfachheit min-
destens 1.

(b) Finden Sie in Threm Skript die Definition fiir eine Bilinearform. Entscheiden Sie nun, welche
der angegebenen Funktionen F : R? x R? — R Bilinearformen sind.

0 F (<1)1> s <’UJ1>> = ’U% —+ wovg + 3w1
V2 w9
O F (<1}1> s <w1>> = VW1 + Vw2
V2 w2
0 F <<U1> y <WI>> = V102wW1W2
V2 w9
O F ((Ul) , (w1>> = Bviw + viwe + 3vaws
V2 w9

Aufgabe G18 (Eigenwerte und Eigenvektoren)

Fir a = 2 und a = —2 betrachten wir die Matrix
-1 V3 0
A= V3 1 0
0 a—2 a

(a) Berechne in beiden Fillen die Eigenwerte der Matrix. Hier kann es hilfreich sein, a zunéchst
als Parameter in die Rechnung eingehen zu lassen.



(b) Im Fall a = 2 bestizt A Eigenvektoren, die eine Orthonormalbasis {u1,u2,u3} des R? bilden,
d.h. sie haben jeweils Léange 1 und sie stehen paarweise senkrecht aufeinander. Bestimme eine
solche Basis und verifiziere, dass fiir die Matrix U = (uy, ug, u3)

M 0 0
UtAau=1{ 0 X 0 |,
0 0 A3

gilt, wobei A\, A2, \3 die Eigenwerte von A sind. (Beachte, dass Matrizen, deren Spaltenvek-
toren Lange 1 haben und paarweise aufeinander senkrecht stehen, orthogonale Matrizen sind,
d.h.esgilt U= =UT))

(c) Gibt es auch im Fall a = —2 eine Basis des R? aus Eigenvektoren von A?

Aufgabe G19 (Gram-Schmidt Orthogonalisierung)
Gegeben seien die Vektoren

by = , by =

1
1
1 JbS_
1

O = O =
N = =N

(a) Konstruiere eine Orthonormalbasis der linearen Hiille lin(by, b2, b3).

(b) Zeige, daB der Vektor v= (3 3 -2 %)T in der lineare Hiille lin(by, be, b3) liegt und stelle
ihn als Linearkombination der in Teil (a) konstruierten Basis dar.

Hausiibung

Aufgabe H16 (Lineare Abbildungen und zugehorige Eigenwerte und Eigenrdume)
Seien u, v € R3 linear unabhsingige Vektoren. Wie sehen die reellen Eigenwerte und die zugehorigen
Eigenrdume der folgenden linearen Abbildungen aus:

(a) Spiegelung an der von u und v aufgespannten Ebene,
(b) orthogonale Projektion auf die von u und v aufgespannte Ebene,
(¢) Drehung um die Achse, die von v erzeugt wird.

Beachten Sie in (c) die Unterschiede je nach Drehwinkel.

Aufgabe H17 (Diagonaldhnliche Matrix, Diagonalisieren)
Gegeben sei die Matrix

3 6 3
A= 0 3 0
0 -6 0

Finden Sie eine invertierbare Matrix T € R®3) und eine Diagonalmatrix D € RG3) so daB
D=T"1AT.

Aufgabe H18 (Orthonormalbasis, Gram-Schmidt)
Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von lin(vy, vg, v3, v4) mit

-1 1 2 1
1 3 1 :
vei= | |y o weE ] v | und vy = g
1 3 1 1



