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Geben Sie bitte ihren Namen und die Nummer ihrer Ubungsgruppe an.

(H2.1)

< sei ein 2-stelliges Relationssymbol in Infixnotation. Betrachten Sie den FO(<)-Satz

p =V Vaoedrs <(ZE3 ST ANx3 X x2) AVay ((x4 KT ATy T2) — Ty :173)>

(a) Sei A = (A, <) mit A= {0,1,2} und <= {(0,0), (0,1),(0,2),(1,2)}. Zeigen Sie

AF ¢, indem Sie eine Gewinnstrategie fiir den Falsifizierer angeben.

Hinweis:

(i) Bringen Sie ¢ in Negationsnormalform ¢’, und bestimmen Sie SF(¢').

(ii) Skizzieren Sie die Struktur A4, und iiberlegen Sie inhaltlich, was die Subformeln
von ¢’ bedeuten.

(iii) Geben Sie fiir alle relevanten Spielpositionen an, wie der Falsifizierer ziehen
soll, um sicher zu gewinnen.

(b) Sei 1) eine zu
Ja3 ((96’3 S @1 A wy < w2) AV (24 S 11 Ay < T0) — 24 S xa))

dquivalente Formel in Negationsnormalform.
Fiir welche (a,d}) € A x A hat der Verifizierer in der Position

(1/}7 (alla a/27 as, a4))

eine Gewinnstrategie?



Musterlosung.

(a) Eine Menge mit einer zweistelligen Relation ist i.A. ein (gerichteter) Graph, also
kann man A folgendermaflen darstellen
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und @A bedeutet, dass es zu zwei Elementen z; und z, ein Element x5 gibt, mit
r3 — 1 und x3 — x5 und es zu jedem x4 mit x4 — x; und x4 — x5 eine Kante
x4 — x3 gibt. Man iiberpriift leicht, dass fiir ;1 — 2 und x5 — 2 kein x3 mit der
benotigten Eigenschaft existiert, also A F .

Als néchstes formen wir ¢ in Negationsnormalform um:
© =V Vaeedrs <(£L'3 ST ANx3 < x2) AVay ((x4 KT ATy K To) — Ty I m3)>
=V, Vaydas ((xg LT ANx3 < x2) AVay (ﬁ(x4 ST ATy < X)) V Ty S :1:3)>

= Va,Vrydrs ((xg ST AN T3 < x9) AVay ((—|x4 K21V Ty X X)) Vay X xg))
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Wir zeigen nun, dass fiir beliebige a, as, a3, as € A der Falsifizierer in der Spielpo-
sition (¢, (a1, as,as, aq)) eine Gewinnstrategie hat: Angenommen der Falsifizierer
zieht von der Position

(V:UN:EQEL?;;; <([E3 < TAT3 X To)AVay ((—nx4 L 11V X T)VEy X l‘g)), (a1, as, as, a4))
nach
(V:vgﬂxg <($3 < TAT3 X To)AVay ((—|:1:4 L 11V X T2)VIy < :vg)), (2, a9, ag, a4)>
und von dort nach
(Elxg <($3 <X T Ax3 X X2) ANVay ((ﬂm KTV ry X x2) VI x3)>, (2,2, as, a4)>
dann hat der Verifizierer drei Moglichkeiten zu ziehen:
as +— 2:
<(SU3 <21 ATz < x0) AViy ((—|x4 STV ry < x9) Vg X xg), (2,2,2, a4)>
dann kann der Falsifizierer nach
(xg TNy < x9,(2,2,2, a4)>

und
(1’3 <71, (2,2,2, a4)>
ziehen und gewinnt wegen A F 2 < 2.

2



as +— 1:
((xg <21 ANx3 < x0) AViy ((—|x4 r1Voxy X 22) Vg X xg), (2,2,1, a4)>
dann kann der Falsifizierer nach
(V:c4 (mzs S 21V may < 32) Vg < 23), (2,2, 1, CL4))

und
((_|I4 T V Ty 2) V T4 xs, (2, 2, 1, 1))

ziehen und gewinnt wegen AF 1 < 1und AF1<x2
as — 0:
((xg < T AT < T2) AV (hzg S @1V owg < @) Voag < a3),(2,2,0, a4)>
dann kann der Falsifizierer nach

(Vu (mzs S 21V —ay < 32) Vg < 23),(2,2,0, a4)>

und
((—|3;4 x1V oxy X wo) Vi X 23, (2,2,0, 1))

ziehen und gewinnt wegen A# 1 <0 und AF 1 X
Also hat der Falsifizierer eine Gewinnstrategie, und es gilt A E .

(b) Wir zeigen, dass der Verifizierer fiir alle (af, a}) € A x A\ {(2,2)} eine Gewinnstra-
tegie hat:
Der Verifizierer zieht von (¢, (a}, a}, as, as)) nach

((xg LT A3 < x2) AVay ((—|x4 r1V oxy K 29) Vg L ZL‘3), (af, ay, 0, a4))

Der Falsifizierer hat nun zwei Zugmoglichkeiten:

(1) Er zieht nach
(23 < 21 A3 < 39, (a), a), 0, a))

dann gewinnt der Verifizierer im néchsten Zug, da AF 0 < z fiir alle z € A.

(2) Er zieht nach
(VM ((“M TV ory X X2) V Ty S 3)7 (a3, a5, 0, a4))

dann hat der Falsifizierer im néchsten Zug drei Moglichkeiten:

(i) Er zieht nach
((_'$4 T1V "y X Ta) Vg S T3, (@], a, 070))

dann gewinnt der Verifizierer im néchsten Zug, da AF 0 <0



(ii) Er zieht nach
((m2g < 21 V 2y < 22) V 24 < 33, (0], a5, 0, 1))

oder
((_'$4 <1V oxy X 1) Vg < xs, (a), ab, 072))

dann gewinnt der Verifizierer in zwei Ziigen, da a} oder a), ungleich 2 ist
umd AF1<1und AF1<0bzw. AF2<1und AF 2 < 0 gelten.

(H2.2)

Betrachten Sie die folgenden FO-Formeln:
(i) Jz(Px — VaPx)

(i1) Jy(Ryy AVx(Rry — Iz(Rxz A Rzy)))

(ii) VxdyPxy — JaVyRxy

(iv) Yy3x(Rzy V 3zPzx)

(a) Geben Sie fiir jede dieser FO-Formeln dquivalente Formeln in préanexer Normalform

und in Skolemnormalform an.

(b) Geben Sie fiir eine zu (ii) dquivalente Formel in Skolemnormalform sowohl ein
Herbrand-Model an, als auch ein endliches Modell und ein Modell mit Elementen,
die nicht durch variablenfreien Terme beschrieben werden.

Musterlésung.

(a) Wir geben jeweils eine mogliche Losung an:

(i) Prianexe Normalform:

dx(Px — VePx) = Ja(Px — VyPy)
JxVy(Px — Py)

Skolemnormalform: Yy(Pc — Py).

(ii) Prénexe Normalform:

Jy(Ryy AVax(Rxy — Jz(Rxz A Rzy))) = 3Jy(Ryy AVa3z(Rry — (Rxz A Rzy)))
= JyVedz(Ryy A (Rxy — (Rxz A Rzy)))
Skolemnormalform: Va (Rcc A (Rze — (Rxf(x) A Rf(z)c))).

(ili) Prdnexe Normalform:

VedyPxy — JdzeVyRry = VadyPry — JuVvRuv
= —VadyPzy V JuVvRuv
daVy—Pxy V Juvv Ruv
JxVyIuVu(—~Pry V Ruv)
JzVyIFuvv(Pry — Ruv)

Skolemnormalform: VyVu(Pcy — Rf(y)v).
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(iv) Préanexe Normalform:
Vy3z(Rry V 3zPzx) = Vy3ax3z(RxyV Pzr)
Skolemnormalform: Yy(Rf(y)y vV Pg(y)f(y)).

(b) Folgendes stellt ein Herbrand-Modell H dar, wobei ein Pfeil von x nach y bedeutet,
dass (z,y) € R™:

o o —_— —
Cel g ffe”  fffe -
S —
W
Identifiziert man alle f™c mit ¢, dann bekommt man daraus ein einfaches endliches
Modell:
Ce

Daraus bekommt man dann ein Modell mit Elementen die nicht durch variablenfreie
Terme beschrieben werden, z.B. dadurch dass man ein neues Element hinzufiigt, das
in keiner Beziehung zu ¢ steht und von f auf sich selbst abgebildet wird:

C c .
(H2.3)

(a) Geben Sie eine passende Signatur an, und driicken Sie dariiber die folgenden , Tat-
sachen“ durch Sétze der Logik erster Stufe aus:

(i) Ein Drache ist gliicklich, wenn alle seine Kinder fliegen kénnen.
(ii)
(iii) Ein Drache ist griin, wenn einer seiner Elterndrachen griin ist.
(iv)
Hinweis: Uberlegen Sie sich u. a., was Sie in der Signatur bendtigen, um ,ist Kind
von“ ausdriicken zu kénnen.

Griine Drachen kénnen fliegen.

v) Alle griinen Drachen sind gliicklich.

(b) Leiten sie argumentativ die vierte Aussage aus den ersten drei her.
(c) Zeigen Sie mittels Reduktion von FO auf AL und dem AL-Resolutionsverfahren,
dass die vierte Aussage aus den ersten drei folgt.

Hinweis: Beachten Sie, dass man auf eine Skolemfunktion gefithrt wird, die
gef.  non-flying-kids® liefert.

Musterlosung.

(a) Eine mogliche Signatur ist S = (G, F, L,C), wobei G (green), F' (can fly) und H
(happy) einstellige Relationssymbole sind, und C' (child of) ein zweistelliges Rela-
tionssymbol ist.

Obige Aussagen entsprechen folgenden FO(S)-Sétzen:
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(b) Angenommen g ist ein griiner Drache, und c ist ein Kind von g. Dann ist ¢ griin
(wegen (iii)) und kann damit auch fliegen (wegen (ii)). Also kénnen alle Kinder von
g fliegen, also ist g (wegen (i)) gliicklich.

(c) Wir wollen zeigen, dass die Satzmenge {1, 2, ©3, 74} unerfiillbar ist. Dazu brin-
gen wir diese Sétze in Skolennormalform:

(i)
Ve(Vy(Cyr — Fy) — Hz) = Va3Iy((Cyx — Fy) — Hx)
Skolemnormalform: Va((C f(z)z — F f(x)) — Hz).

(i) Ist bereits in Skolemnormalform: Va(Gx — Fz)
(iii)
Vo (Jy(Cey A Gy) — Gx) = VaVy((Cxy A Gy) — Gr)
Skolemnormalform: VaVy((Czy A Gy) — Gx).
(iv)
~Va(Gr — Hr) = 3Jx(Gx AN —-Hzx)
Skolemnormalform: Ge A ~He.

Wir haben nun also die erweiterte Signatur S’ = SU{ f, ¢} und erhalten als Trager-
menge einer Herbrand-Struktur zu S’

To(S") ={e. fe, ffe, fffe. ffffe,..} ={f"c: neN}

und mit den Variablenbenennungen px fiir Atome X erhalten wir folgende Klauseln:

{pcswys paty {7PFst), PH von (i)
{=pct, pri} von (ii)
{—pcst, "par, past von (iii)
{pcet, {—puct von (iv)

Wir erhalten folgenden Resolutionsbaum:

{pCfcmpHc} {_‘ZiHc}
{_'pCfcc; _'chvafc} {pCfcc} {_‘prcapHc} {_‘pHc}
T v v
{ch} {ﬁme yZe; fc} {ﬁpF fc} {ﬂpG fer PR fc}
{prc} {_'prc}

\D/



(H2.4)

(a) Zeigen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, daf die Formelmenge

VaVy ((Qz A Rxy) — Sy),
VaVy ((Sz A Rry) — —Qy),
VaTy (Rxy A Qy) ,

unerfiillbar ist.

(b) Leiten Sie die folgende Sequenz ab:
Ve—Pz,~3x(-Pz A -Qz) - JxQx .

(c) Beweisen Sie die Korrektheit der Regel
I'o(s,t) F Aj(s,t) (s, t) F (s, t), A
' 3e3y(p(, y) < d(z,y)), A
(i) semantisch, d.h. mit Hilfe von Interpretationen;

(ii) indem Sie diese Regel mit den bekannten Regeln des Sequenzenkalkiils simu-
lieren.

Musterlésung.

(a) Wir schreiben erst die Aussagen in Klauselform um:

{_‘Qxa _'R$y> Sy}
{=Sz, ~Rxy, -Qy}
{Razfr}, {Qfx}

Mit Grundinstanzen-Resolution leitet man dann ab:

{(Rfcffe} {(-Qfe,~Rfcffe,Sffec}
\
{@_fc}\ {(=Qfe, Sffe}
{Sffe} — (=Sffe,~Rffefffe,~Qf ffec}
\
{(Rffeffre} {=Rffefffe,~Qf ffe}
\

{2Qfffc} {Qfffe}

/\

o

-Pz,QzF Qz
-PzF =Pz, Qz -PzF —Qz, Qz
—PzF 2Pz AN-Qz,Qz
—PzF Jz(-Px A =Qx),Qz
=Pz, ~Jz(-Px AN -Qx) F Qz
Ve—Pz,~3Jx(-Px A =Qzx) - Qz
Ve—Pz,~3x(-Px A —Qz) - JzQx




(c) Wére die Sequenz I' + JzIy(e(x,y) < ¥(z,y)), A nicht allgemeingiiltig, dann
gibe es ein Modell A wo I' wahr ist, z3Jy(p(z,y) < ¥(x,y)) nicht und \/ A
auch nicht. Wenn 3x3y(p(z,y) < ¥ (z,y)) nicht wahr ist, gilt insbesondere auch,
dass @[s?,t4] < 1[s#, t4] nicht wahr ist in A. Dann ist entweder p[sA, t4] wahr
in A und [s#,#4] nicht, oder v[sA, 4] ist wahr in A und ¢[s#, 4] nicht. Das
Erste widerspricht die Allgemeingiiltigkeit von I, ¢(s,t) = A 1(s,t), das Zweite
die Allgemeingiiltigkeit von I, 9 (s, t) F ¢(s,t), A.

I p(s,t) F Aj(s,t) (s, t) A p(s,t)
' =p(s,t), (s, t), A ' —(s,t),@(s,t), A
' (s, t) — (s, t), A i ' (s, t) — p(s,t), A i

(*)

I'F (s, t) < (s, t), A
I'=3y(p(s,y) < ¥(s,y)), A
I'F323y(p(x,y) < ¥(z,y)), A

(*): Beachten Sie, dass ¢ — 1 als Abkiirzung fiir —¢ A 1 steht und ¢ « ¢ fiir
(o =) A (Y — o).

(H2.5)

Sei X ein Alphabet und S = {(F,)aes, s} die zugehorige Signatur fiir Transitionssysteme
mit einer Konstante s fiir das Startsymbol.

(a) Zeigen Sie mit Hilfe des Kompaktheitssatzes, dass es keinen FO(S)-Satz gibt, der
genau dann wahr ist in einer S-Struktur A = (Q, (E)aex, s*), wenn es keinen
unendlichen Lauf gibt: d.h., wenn es keine unendliche Folge (¢; € @);en gibt, so
dass gy = s und fiir alle i € N mindestens ein a € X existiert mit (g;, ¢ir1) € E2.

Warnung: Beachten Sie auch den Unterschied zwischen die Existenz von , beliebig
langen Laufen“ und , unendlichen Laufen®.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Kompaktheitssatzes, dass es keine FO(S)-Formel ¢(x) gibt,
die die Erreichbarkeit vom Startzustand s aus definiert, in dem Sinne, dass fiir eine
S-Struktur A = (Q, (E)aex, s4) und a € Q gilt: A |= ¢[a] genau dann wenn a in
A von s* aus erreichbar ist.

Erinnerung: a ist in A von s aus erreichbar wenn es eine Folge (g; € Q)i<n gibt,

so dass ¢y = s, ¢, = a und fiir alle { < n mindestens ein a € X existiert mit
(¢i, Giv1) € B

Musterlosung.

(a) Angenommen, es gibt einen Satz ¢ der genau dann wahr ist, wenn es keinen un-
endlichen Lauf gibt.

Sei a ein beliebiges Element aus Y. Wir erweiteren die Signatur S mit unendlich vie-
len Konstanten (¢;);en und betrachten die folgende Formelmenge in der erweiterten
Sprache:

I'={p,s=co,coEuc1,c1E.¢0,c0F 3, ... }.
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I’ is unerfiilllbar, da ein Modell A von I" gleichzeitig einen unendlichen Lauf ¢; = ¢!

enthalten wiirde und ¢ wahr machen wiirde. Also ist schon eine endliche Teilmenge
von I" unerfiillbar und insbesondere ist schon eine Teilmenge von der Form

Fn = {Spv s = Co, COEacla ClEaC27 CZEaCSa cee 7cn—lEaCn}

unerfiillbar (da jede endliche Teilmenge in einer I, enthalten ist). Aber jedes I,
hat ein Modell, das so aussieht:

wobei wir s als der 0-Zustand interpreteren und ¢; als Zustand i.

Also haben wir einen Widerspruch und schliessen, dass es keinen Satz ¢ geben kann,
der genau dann wahr ist, wenn es keinen unendlichen Lauf gibt.

Angenommen, es gibt eine Formell ¢(z) die genau die Erreichbarkeit vom Start-
zustand aus definiert. Wir versuchen einen Widerspruch zu erreichen, wobei wir
verwenden, dass man eine Formel ¢, (y) definieren kann, die aussagt, dass es einen
Pfad der Lénge n vom Startzustand nach y gibt:

on(y) =3zg... Jx, (xo =sANzp =Yy A /\ \/ xiEyriyy).

i<na€X

Wir erweiteren die Signatur S mit einer Konstante ¢ und betrachten die folgende
Formelmenge in der erweiterten Sprache:

r= {90(0)7 _'900(0% _'QDI(C)v _‘902(0)7 . }

Die Formelmenge [ is unerfiilllbar, da man in einem Modell A die Konstante ¢
nicht widerspruchsfrei interpreteren kann: einerseits soll der Zustand ¢ von s aus
erreichbar sein, da ¢(c) wahr ist; andererseits kann ¢* nicht von s* aus erreichbar
sein: somit dann wiirde es einen Pfad von s nach c¢* geben; dieser Pfad hat eine
bestimmte Linge n, was unmoglich ist, da A = —p,(c).

Also ist schon eine endliche Teilmenge von " unerfiillbar und insbesondere ist schon
eine Teilmenge von der Form

r, = {(p(C), _'(:0()(0)7 ceey _K,Dn_l(C)}

unerfiillbar (da jede endliche Teilmenge in einer I, enthalten ist). Aber jedes I,
hat ein Modell, wobei ¢* von s aus erreichbar ist, aber nicht in weniger dann n
Schritten. (Ein Modell kénnte ungefihr so aussehen:

wobei wir s als der 0-Zustand definieren und ¢ als der n-Zustand.)

Also haben wir einen Widerspruch und schliessen, dass es keine Formel ¢(z) geben
kann, die genau die Erreichbarkeit von dem Startzustand aus definiert.



