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Abgabe: Di. 6.5., nach der Vorlesung

Geben Sie bitte ihren Namen und die Nummer ihrer Ubungsgruppe an.

(H1.1) Wir definieren folgende partielle Ordnung auf B™:
b<b' :gdw. b; ¥ fiir 1 <i<n.
Eine Funktion f : B™ — B heifit monoton gdw.
b <b' = f(b) < f(b)
fiir b, b’ € B". Eine AL,-Formel ¢ ohne Negationszeichen heifit positiv.

In Folgenden soll gezeigt werden, dass positive Formeln ¢ gerade die monotone Boolesche
Funktionen f, représentieren (vgl. Abschnitt 3.1).

(a) Beweisen Sie per Induktion iiber den Formelaufbau, dass fiir eine positive aussa-
genlogische Formel ¢ € AL, die Funktion

fo: B — B
b~ o[b]

monoton ist.

(b) Fiir b € B", sei
pp = /\{Pz Db =1}

(der positive Anteil von ¢y, vgl. Beweis von Satz 3.2). Zeigen Sie, dass
op = \/{gpb/ b < b}

(c) Zeigen Sie (analog zu Satz 3.2), dass jede monotone Funktion f : B" — B durch
eine positive Formel in AL, dargestellt wird.



Musterlosung.

()

(b)

Angenommen ¢ ist eine aussagenlogische Formel, in der kein Negationszeichen vor-
kommt und b < b’. Wir beweisen mit Induktion, dass ¢[b] < ¢[b'] gilt.

e 0 =0, ¢ =1 sind klar.
e v =7p; €V, weil b < b’ gilt b; < ¥, also p[b] < ¢[b'].

© = =) kann nicht sein, da in ¢ kein Negationszeichen vorkommt.

= ¢ A x: nach LV. gilt ¢[b] < #[b] und x[b] < x[b/]. Also gilt
min(¢[b], x[b]) < min(y[b], x[b']), und es folgt (¥ A x)[b] < (¢ A x)[b'].

= ¢ V x: nach LV. gilt ¢[b] < #[b] und x[b] < x[b/]. Also gilt
IMMMMXWD<mwwmmﬂw%mﬂ%ﬂ@H¢VUW](¢VUWW

Zu zeigen ist, dass

eolal=1 & \/{ew : b<b}al=1

fir alle a € B".
=: Aus ¢} [a] = 1 folgt, dass a; = 1 fiir alle ¢ mit b; = 1, d.h. b < a. Da g,[a] =1
immer gilt, folgt \/{pp : b < b'}[a] = 1.

<: Angenommen \/{yp : b < b’}[a] = 1, d.h. es gibt ein b’ mit b < b’ und
vp[a] = 1. Aber p/[a] = 1 heifit einfach, dass b’ = a. Es folgt, dass b < a und
deshalb a; = 1 fiir alle ¢ mit b; = 1 und ¢’ [a] = 1.

Die Monotonie von f bedeutet, dass b < b’ und f(b) = 1 implizieren, dass f(b’) =
1. Hieraus folgt, dass f durch die positive Formel \/{¢; : b € B", f(b) = 1}
dargestellt wird:

\{gd : beB", f(b) =1} \/{p : es gibt b < b/ mit f(b) =1}

= \/{pw : f(b) =1}



(H1.2) Ein Dominosystem D = (D, H,V) besteht aus einer endlichen Menge D von
quadratischen Dominosteinen und zwei Relationen H C D x D und V C D x D, so dass

e (d,e) € H gdw. e rechts neben d passt,

e (d,e) € V gdw. e unter d passt.

Wir betrachten ein festes Dominosystem D = (D, H, V).

(a) Geben Sie zu n € N eine AL-Formelmenge ®,, an, welche genau dann erfiillbar ist,
wenn man ein Quadrat der Grofie n X n so mit Dominosteinen aus D belegen kann,
dass nebeneinander liegende Steine zueinander passen. (Wir nehmen an, dass es
von jedem Dominostein unbegrenzt viele Exemplare gibt.)

(b) Beweisen Sie mit Hilfe des Kompaktheitssatzes, dal man die gesamte Ebene N x N
korrekt mit Dominosteinen belegen kann, vorausgesetzt dies geht fiir alle endlichen
Quadrate n X n.

Musterlosung.

(a) Wir benutzen Aussagenvariablen p¢ fiir d € D und 1 < 4,k < n, die die folgende
intuitive Bedeutung haben: “Auf koordinaat (i, k) liegt ein Stein vom Type d.”

\/ i fiir alle i, k
deD
/\ —(plh A pS) tiir alle i, k
d#e

\/ (P /\pfi—s-l)k) fiir alle ¢, k
(d,e)eH

\ % ApSpey)  fiir alle i, k
(d,e)eV

(b) Sei @ eine Formelmenge wie oben, aber wobei ¢ und k beliebige natiirliche Zahlen
sind. @ ist genau dann erfiillbar, wenn sich die Ebene parkettieren lasst.

Um zu zeigen, dass @ erfiillbar ist, verwenden wir den Kompaktheitssatz. Sei @, C @
eine endliche Teilmenge. Dann gibt es eine Zahl m € N, so dass in &g nur Formeln
p%. oder p%, mit i,k < m vorkommen. Wir wissen, dass sich das m x m Quadrat
parkettieren 1a8t. Aus dieser Parkettierung konnen wir ein Modell von @, konstru-
ieren. Wir haben gezeigt, dass jede endliche Teilmenge von @ erfiillbar ist. Nach
dem Kompaktheitssatz folgt, dass auch @ erfiillbar ist.



(H1.3) Gegeben sei die folgende Menge von nicht-negativen Hornklauseln:

M = {{a,—d},{d}, {—a,c}, {a,—b,~d}, {—c,—e, a,—b}, {—a,—d, c},{~d, e, —a,—-b}}

(a) Bestimmen Sie eine minimale Belegung fiir M.

(b) Betrachten Sie nun folgende Mengen von negativen Hornklauseln:
Ny = {{-0},{~d, —e}}, Ny = {{~d, —a, b}, {—c,—a},{—c,~d, —e}}.

Uberpriifen Sie fiir i € {1,2}, ob die minimale Belegung aus (a) die Klauselmenge
M U N; erfiillt.

Musterlosung.

(a) Wir erhalten nacheinander: d — 1, a+— 1, ¢ — 1.
Die minimale Belegung ist also: d— 1, a+—1,c— 1, b+ 0, e — 0.

(b) Durch einfache Uberpriifung erhélt man, dass die minimale Belegung MUN}, jedoch
nicht M U Ny erfiillt.

(H1.4)

(a) Zeigen Sie, dass folgende Regeln korrekt sind.

r-o IioVviyrx
(i) —— (ex falso quodlibet) (i) — =
rEe Lok x

(b) Geben Sie ein Verfahren an, das eine SKC-Ableitung von I" F () in eine SKC-Ableitung
von I' F ¢ transformiert.

(c) Geben Sie eine ,,direkte Simulation“ von Regel (ii) in SK* an, d. h. geben Sie einen
Ableitungsbaum in SK* mit Wurzel I', ¢ - x an, dessen Blitter nur mit Axiomen
oder I', ¢ V ¢ = x beschriftet sind.

(d) Begriinden Sie, warum Regel (ii) in SK nicht direkt simulierbar ist. D.h. zeigen
Sie, dass es keinen SIC Ableitungsbaum mit Wurzel I, o F x gibt, dessen Blétter
nur mit Axiomen oder I', ¢ V 1 = y beschriftet sind.

Hinweis: Betrachten Sie hierfiir die Lénge der Formeln von Pramisse und Konklu-
sion der SK Regeln.



Musterlosung.

()

(d)

Zu Regel (i): Angenommen I' b ) ist allgemeingiiltig. Dann gilt A I E 0, d.h. es
gilt (A ')? = 0 fiir alle Interpretationen J. Also ist (A I')? < ¢ fiir alle Interpre-
tationen J, und es folgt, dass I' I ¢ allgemeingiiltig ist.

Zu Regel (ii): Angenommen I, ¢ V 1) = y ist allgemeingiiltig und J eine (beliebige)
Interpretation. Dann gilt (A ') A (¢ V) E x, d.h. es gilt (AL) A (e V1)) < x°.
Also ist (A T')? < x” oder (¢ V)7 < x°.

Falls (A I')? < x?, dann folgt sofort min((A I')?, %) = ((AL') A ¢)? < x°. Falls
(o V)7 < x?, dann folgt wegen (p V ¢)? = max(p?,1?), dass ¢’ < x?, also
min((A 1), ¢7) = (AT) A p)? < X°.

In beiden Féllen folgt ((A ') A ¢)? < X7, also ist I, p - x allgemeingiiltig.

Wir miissen eine allgemeinere Aussage zeigen, ndmlich: wie man aus einer SK-
Ableitung von I' = A eine SK-Ableitung von I' = AU {¢} macht.

Dies zeigen wir mit Induktion: Angenommen wir haben eine SK-Ableitung von
I' F A, falls die letzte Regel ein Axiom war, dann ersetzen wir A durch A U {¢}
(und erhalten wieder ein Axiom), anderfalls ersetzen wir alle A durch AU {¢} und
benutzen die Induktionshypothese.

— (Ax)
R L
preVy LoV i=x
(modus ponens)
IekXx

In SKC-Ableitungen kommen alle Formeln, die in einer Regel oben stehen im unteren
Teil als ganzes oder Teilformel vor, demzufolge kann Regel (ii) (da wir nicht wissen,
wie I', ¢, 1) und x aussehen) nicht herleitbar sein.



(H1.5)

(a) Weisen Sie die Korrektheit der folgenden Sequenzenregel nach:

ok AY T AW
Ik A

(b) Leiten Sie die folgende Sequenz in SK ab:

“pV(gAT), "k (=pAT)V=(pVr)
Musterlosung.

(a) Angenommen, die Sequenzen I, o = A, und I', 9 - A, 1) sind allgemeingiiltig. Wir
miissen zeigen, daf§ dann auch die Sequenz I, p = A, v allgemeingiiltig ist.

Sei also J = I',¢ ein Modell der linken Seite. Da I', o = A, ¢ allgemeingiiltig ist,
gibt es eine Formel 6 € AU {9} mit J = J. Wenn 0 € A ist, dann sind wir fertig.
Andernfalls gilt J = I', ¢ und mit Hilfe der Allgemeingiiltigkeit der zweiten Sequenz
folgt, daB es eine Formel n € AU {¢} gibt, mit J = 7.

(b)
p, rp g
r-p, q, p rEp g r
pEp, ¢ pAT rEp, g pAT
pVrkEp, q —pAr q, v, pVrtq, -pAr
-p,pVrtEq, —pAr gAr, pVrkq, -pAr

-pV(gAT), pVrEq, —-pAr
“pVI(gAr)Fg, ~pAT, =(pVr)
“pV(gAT), 2 —pAr, =(pVr)
—“pV(gATr), gk (=pAT)V=(pVr)




(H1.6) [Zusatzaufgabe (for fun)]

Losen Sie das Rétsel auf der néchsten Seite (aus Lewis Carroll, Symbolic Logic, 1896)

(a) mit dem Resolutionskalkiil.

(b) mit dem Sequenzenkalkiil.

Hinweis: Arbeiten Sie z.B. mit Aussagenvariablen p,, fir z,y € {a,b,c,d,e,h} U
{A,B,C, D, E,H} mit der Bedeutung ,,x ist in derselben Gruppe wie y”; hierbei steht
etwa a fiir Mr Acres, A fiir Mrs Acres, etc.

Musterlosung.

(a) Wir formalisieren erst die Aussagen mit Hilfe der Aussagenvariablen p,,:

©1

¥6

N o W e

Y2 1=
Y3 =
P4 =
Y5 =

Paa N\ PoB A Perr) = Pep

Par A Prrr A\ Poc) — TPdE

Pec A\ Dap N Pep N TPaB) — “Peni
Paa N PaD™PbC) — Pen

Per A Phr A\ PeD) = TPaB

o8 A\ Dec N Poc N "Derr) — Par

o~ o~ o~ o~ o~

Y 1= =Paa NV 2 peB V TP NV TPap NV TPer V DhH

Zu zeigen ist, dass ¢1,...,pg F 1. Deshalb schreiben wir ¢ bis ¢ und —) in
Klauselform um:

A A

{H{=Paa, “PoB, “Perr, Pen } }
HPar; ~nw, —poc, “Par}}

{ {_‘ch, TPdD; 7PeD s PaB; TPeH } }
H=Paa, =Pap, Poc Perr } }

{ {_'peE7 TPrHs TPeDs PaB }}
{{—poB: "Pec, ~Dbcs Derrs Par}}

{{paA}a {pbB}7 {ch}7 {pdD}, {peE}7 {th}}

Ziel ist, die leere Klausel abzuleiten aus der Vereinigung der obenstehenden Klau-

selmengen.

Erstens konnen wir Resolution mit Klauseln aus 7 anwenden um die negierten
Aussagen von der Form p,x in 1-6 zu eliminieren. Also sind die folgenden Klauseln
mit Resolution ableitbar:

W N

- AP, pep}

- {=pvc, ~par}

. {_'pcDapaBa_‘peH}
{Pocs pen }



2. {_'pcD7 _'paB}
6. {— o, Derr, Par}

Mit diesen Klauseln ist dann {—p.g} ableitbar:

{=Perr, pep } {=pep, “PaB}
L
{=Perr, ~paB} {=PeD; PaB, Perr }
\ /
{=Perr, ~pen } {=Per, pep}
\ /
{—Pen'}
Und damit auch O:
{—pec, —par} {=Pvcs Perrs par}
\ /
{=poc: per} {pvc per}

/

{peH}

{_'peH}

\
~—



(b) Seien Iy = {(paa A pop A perr) = Peps (Paa A Prrr A Do) — Pag, (Pec A Pap A Pen N
“PaB) — “Pers (Par A Pap N ~Pvc) = Perts (Per A Phrr A PeD) — —PaB, (DbB A Pec N
Poc N err) = Parts 11 = {paa; Pos, Pecs Paps Per, Prm} und I' = Iy U I Es geniigt
zu zeigen, dass I = ableitbar ist, da hieraus mit wiederholter Anwendung von (—R)

die Sequenz Iy - —paa, 7ppB, - - -, “prg folgt und daraus wieder durch wiederholte
Anwendung von (VR) die Sequenz Iy F —paa V =pps V ...V —ppy.

Durch Zusammensetzung der folgenden vier Ableitungen bekommt man die
erwiinschte Ableitung von I" . Diese Ableitungen sind so zu verstehen:

(i) Die Ausdruck zy is eine verkiirzte Schreibweise fiir die Aussagevariable p,y
(z.B. cd fir pep).

(ii) Aussagen von der Form zzAyy sind einfach aus I} (und damit aus I”) ableitbar,
so Sequenzen von der Form I' - xx A yy konnen als Axiome behandelt werden.

(iii) Eine Situation die oft auftritt, ist, dass man I" - ¢, A und I',¢ = A ableitet,
mit ¢ — 1 € I' (zur Erinnering: ¢ — v ist eine Abkiirzung fiir —p V ).
Hieraus folgt I' - A, wie folgt:

I'kE g, A
I''-pk A iy A
I''o—yEA.

Da I' = I'U{p — 9}, haben wir hiermit auch I" = A abgeleitet. Diese Schritte
werden wie folgt abgekiirzt:
I'Ep A Iy A
I'p—¢yeltk A

(iv) Die folgende abgeleitete Regel (“weakening”)

't A
I'I'e A A
ist oft implizit angewand worden in den (VL) und (AR) Regeln um gleiche

Kontexten zu erzwingen. So folgt z.B. mit “weakening” und der iiblichen (AR)-
Regel, dass man die (AR)-Regel auch so anwenden kann:

' A ' A
IIr'soeng, AA

Erstens leiten wir I, cd, eh - ab.

I'tceNdd I'cdlcd

I cdFccNddAcd I',—ab F —ab I eh teh
I't+eeN hh I'cdtcd I cd,—abt cc Ndd N cd N\ —ab I, eh,—eh -
I'cdFee Nhh A cd I (ce Ndd N ed N —ab) — —eh € I, ed, —ab, eh =

I'ed,(ee Nhh A ed) — —ab € I'yeh -
Daraus folgt dann I, eh +:

I' - aa N bb I' eh - eh
I' cd,eh I’ eh = aa Abb A eh
I' (aa NDbAeh) — cd € I' eh

9



Das konnen wir dann anwenden um I, A - —pyc abzuleiten:

I''F=bb A cc I, bc = be I eht ' aa N hh I, bct be I’ det-de
I’ bc=bb A cc N be ' —eh I’ bc = aa A hh A be I de, —de -
I',bec = bb A cc A\ be A —eh I',(aa A hh A\'bc) — —de € T, be, de F
I, (bb A cc Nbe N —eh) — de € I',be -
I —bc

Mit Hilfe der letzten zwei Ableitungen folgt dann I" -, wie erwiinscht.

I'aaNdd I —=be
'+ aa A dd N —be I eh

I' (aa Ndd N\ —bc) — eh € ' F
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