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(E11.1)

Welche der folgenden Mengen sind entscheidbar, welche sind rekursiv aufzéhlbar?

(a) SAT(AL) := {p € AL : ¢ erfiillbar}
() {(p0) €AL : o F o)

(c) SAT(FO) := {¢ € FO : ¢ erfiillbar}

(d) VAL(FO) := {¢p € FO : ¢ allgemeingiiltig}

(e) UNSAT(FO) :={¢ € FO : ¢ unerfillbar}

(f) FINSAT(FO) := {¢ € FO : ¢ hat ein endliches Modell}

(g) INFSAT(FO) := {p € FO : ¢ ist erfiillbar und hat nur unendliche Modelle}
() {(,4) €FO : ¢ v}

(i) {¢ € FO : ¢ hat Quantorenrang 5}

)
()

{¢ € FO : ¢ ist dquivalent zu einer Formel von Quantorenrang 5}

Musterlosung.

(b

nicht rekursiv aufzahlbar

(a) entscheidbar
c)

) entscheidbar

(
(d) rekursiv aufzahlbar

(e) rekursiv aufzdhlbar

(f) rekursiv aufzdhlbar

g) nicht rekursiv aufzéhlbar

(
(h) rekursiv aufzidhlbar

(i) entscheidbar



(j) rekursiv aufzihlbar

(E11.2)

(a) Wir betrachten Wortmodelle W = ({1,...,n}, <, P,, P,) mit zwei Buchstaben. Be-
stimmen Sie durch Analyse von Ehrenfeucht-Fraissé Spielen den minimalen Quan-
torenrang einer Formel, mit deren Hilfe die beiden folgenden Worter unterschieden
werden koénnen:

ababa abbaba

(b) Wir betrachten Strukturen A = (A, P, Q) mit zwei einstelligen Relationen P und Q.
Zeigen Sie, dass es keine FO-Formel ¢ gibt, so dass gilt

AE ¢ < Pund Q haben gleich viele Elemente.

(c) Zeigen Sie, dass es fiir Wortstrukturen W = ({1,...,n}, <, B,, B,) keine FO-Formel ¢
gibt, so dass gilt

Wk < W enthilt gleich viele a wie b.

(Beachten Sie, dass die Aussage aus (b) hieraus folgt.)

Musterlosung.

(a) Der minimale Quantorenrang ist 2. Eine Gewinnstrategie fiir Spieler I sieht wie folgt
aus. Im ersten Zug wéhlt er das mittlere b des zweiten Wortes. Spieler II mufl mit
einem b aus dem ersten Wort antworten. Wahlt er das erste b dann markiert Spieler 1
im zweiten Zug das erste b des zweiten Worts. Spieler II miisste mit einer Position
antworten, die vor dem im ersten Zug gewéhlten b liegt und ebenfalls mit einem b
beschriftet ist. Da eine solche Position nicht existiert, gewinnt Spieler I. Wenn Spie-
ler II stattdessen im ersten Zug mit dem zweiten b antwortet, dann kann Spieler I
analog das letzte b des zweiten Worts markieren. Spieler IT miisste im ersten Wort
ein b finden, das hinter dem zweiten b liegt. Er verliert also auch in diesem Fall.

(b) Angenommen, es gibe so eine Formel ¢. Sei m ihr Quantorenrang. Wir betrachten

die Strukturen A = (A, P,Q) und A" = (A’, P', Q') mit

A:={1,...,2m}, P={1,....m}, Q:={m+1,...,2m},
A={1,...2m+1}, P ={1,....m}, Q :={m+1,....2m+1}.

Nach Voraussetzung gilt

AE¢ und A} p.

Andererseits gewinnt offensichtlich Spieler IT das Ehrenfeucht-Fraissé Spiel G™(A; A’)
mit m Runden (da Spieler I hochstens m Elemente aus () bzw. )" auswéhlen kann).

Also sind A =,,, A’. Widerspruch.



(c) Wir modifizieren den Beweis aus (b). Angenommen, es gébe so eine Formel ¢ mit
Quantorenrang m. Wir betrachten die Wortstrukturen W und W’ zu den Wortern
a®"b*" und a®"b*"+1. Nach Voraussetzung gilt

Wk und W .

Andererseits gilt wieder W =,, W', da Spieler II das Ehrenfeucht-Fraissé Spiel
g™ (W;W') mit m Runden gewinnt (siche Lemma 8.14 im Skript).

(E11.3)

(a) Zeigen Sie mit dem Resolutionskalkiil, dass die folgenden Formelmengen unerfiillbar
sind:
) {(pveg) -z, (xVy) —2pVeVy -z}

(i) {VaVyVz(Rry V Rxz V Ryz),VaVyVz((Rxy A Ryz) — Rxz),
VaVy(Rxy — Rfxfy),Ve—Raf fr }

(iii) {VaVy(Rzy — (Px A —Py)),VaVy(Rry — Jz(Rxz A Rzy)),VeRxfx }

(b) Untersuchen Sie fiir jede der obigen Formelmengen, ob es auch echte Teilmengen gibt,
die schon unerfiillbar sind.

Musterlosung.

(a) (i) Klauseln: {—p,z}, {—q, 2}, {—x, 2}, {~y, 2}, {p, ¢, 2}, {—z}
{—z} {~y, 2} {—z, 2} {—z}

S N\

{r.q¢.y} {—y} {—q, 2} {—z} {-p,z}

A /

{p.q¢} {—q}

I

{r} {-p}
O /

(ii) Klauseln: {Rxy, Rxz, Ryz}, {—~Rxy, ~Ryz, Rxz}, {-~Rxy, Rfzfy}, {-Rxf fr}




{—-Rzffx} {-Rzfx,-Rfxffr, Reffx}

|

{(~Refz, Rfxf fr} {~Rafz,~Rfxffr}

/

{Rxfx,Rxffx, Rfcffx} {—~Rxfx}

y
A

{Raeffe,Rfxffr} {—~Rfxffr}

\

{—Rxffx} {Rxffx}

/

Oder:
{Rafx, Raf fo, Rfaf fa} {-Ruffr}
{-Rzfx, fofhxfx, Rfxffr}
\{Rf:rffx}
{=Rfxffe,-~Rffefffv, Rfzfffz} {Rffxfffx/

T

{-~Rfzffe,Rfcfffz}

/

{~Rfzfffr} {Rfzfffx}

/

(iii) Skolemnormalform fiir (ii): VaVy(Rxy — Rxg(x,y) A Rg(z,y)y)
Klauseln: {~Rzy, Pr}, {~Ray, ~Py}, {~Ray, Rxg(z,y)}, {~Rxy, Rg(z, y)y}, { Rz fx}

{~Rzfx,-Pfx} {Rxfr} {Rfzffx} {~Rfzffz, Pfr}

{~Pfz} {Pfr}

L

O

(b) Die Formelmengen in (i) und (ii) haben nur echte Teilmengen die erfiillbar sind (ins-
besondere ist { VaVyVz(RzyV RxzV Ryz),VeVyVz((Rxy A Ryz) — Rxz),Ve—-Raf fr }

4



erfiillbar: wir nehmen z.B. die natiirliche Zahlen als Trigermenge und interpretieren
f als die Nachfolgerfunktion f(x) = x 4+ 1 und R wie folgt:

(x,y) € Rgdw. (x € P <y e P),

wobei P ={0,1,4,5,8,9,...}.)
In (iii) ist { VaVy(Rzy — (Pz A —Py)),YxRxfx } schon unerfillbar, wie wir oben
gezeigt haben.

(E11.4)

Leiten Sie die folgenden Sequenzen in SK* ab.

(a) VaVyVz((Rxy A Ryz) — Rxz) ANVz—-Rxx - VaVy(Rry — —~Ryz)
(b) VaVyfx = fyt Jofr=x

Musterlosung.

(a)

(E11.5)

Red, Rde = Ree, Red Red, Rde - Ree, Rdc

Red, Rde F Ree, Red N\ Rdc

—(Red A Rdc), Red, Rde = Rec Ree, Red, Rde = Ree

—(Red N Rde) V Ree, Red, Rde = Rec

=(Red A\ Rdc) V Ree, = Ree, Red, Rde - ()

—(Rcd N\ Rdc) V Ree,~Ree, Red = —Rdce

—(Red N\ Rde) V Ree, —Rec = —Red, = Rdc

Vz(=(Recd N Rdz) V Rez), = Rec - = Red, = Rdc
VyVz(—(Rey A\ Ryz) V Rez), 7 Ree b = Red, ~Rdc
VaVyVz(—(Rxy A Ryz) V Rxz), ~Rcct —Red, = Rdc
VaVyVz(—(Rxy A Ryz) V Rxz),Vex—Rxx = ~Red, ~Rdc
VaVyVz(—(Rxy A Ryz) V Rxz) AVz—Rxx - —~Red, ~Rdc
VaVyVz(—(Rxy A Ryz) V Rxz) AVx—Rxx F —Red V —~Rdc
VaVyVz(—(Rxy A Ryz) V Rxz) ANVx—Rzxx b Vy(—Rcy V ~Ryc)
VaVyVz(—(Rxy A Ryz) V Rxz) AVx—Rxx b+ VaVy(-Rxy V ~Ryx)

ffe=fek ffe=fe
Vyffe=fyt ffe= fc
VaVyfr = fyb ffc= fc
VaVyfr = fyb dxefr==x

Wir betrachten ungerichtete Graphen G = (V, E). Welche der folgenden Aussagen las-
sen sich durch eine Menge von FO-Formeln ausdriicken? Geben Sie eine entsprechende
Formelmenge an, oder begriinden Sie, wieso eine solche nicht existiert.

bt



a) Der Abstand zwischen den Knoten = und y ist gerade (oder unendlich).

b) G enthalt keinen Kreis.

d

Jeder Knoten von G hat unendlich viele Nachbarn.

(a)
(b)
(c) G enthélt einen Kreis.
(d)
(e)

e) Kein Knoten von G hat unendlich viele Nachbarn.

Musterlosung.

(a) Wir definieren zunéchst eine Formel ¢, (z,y), die besagt, dass es einen Pfad der Lange
hochstens n von x nach y gibt:

wolz,y) =z =1y, Ont1(2,y) = on(z,y) V I2(Exz A pn(2,y)) -

Die gesuchte Formelmenge ist:

{pant1(z,y) = pan(z,y) : n € N}
(b)

—dxy - - Elzvn( /\ T #xp N Exizg N AN Ex, 12, A E:Enx1> , firallen > 2.
i<k<n

(c) Diese Aussage la8t sich nicht durch eine Menge ® von FO-Formeln ausdriicken. An-
genommen, es gibe eine solche Menge ®. Dann ist die Menge

U:=0oU{-3Fz;--- Elzcn(/\Kkgn x; #xp N Exizo N N Ex, 1z, A Eq:na:l) :n > 2}

unerfiillbar. Andererseits folgt aus dem Kompaktheitssatz, dass W doch erfiillbar ist.
(Jede endliche Teilmenge ist in einem hinreichend groBen Kreis erfiillt.) Widerspruch.

(d)

‘v’xElyl---Elyn< /\ Yi Z Yn N Exyy A--- A\ Ezy,), firallen > 2.
i<k<n

(e) Diese Aussage la8t sich nicht durch eine Menge ® von FO-Formeln ausdriicken. An-
genommen, es gibe eine solche Menge ®. Dann ist die Menge

U= @U{V:cElyl--Elyn(/\Kk@yi #yp NEzy; A+ A Exy,) : n>2}

unerfiillbar. Andererseits folgt aus dem Kompaktheitssatz, dass W doch erfiillbar ist.
(Jede endliche Teilmenge ist in einem Baum von hinreichend grofiem Verzweigunsgrad
erfiillt.) Widerspruch.



