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(E7.1)
Seien

Y1 =V Rxx

o :=VaVy(Rxy — Ryx)

@3 =V (Rzfr N Rxffr)

4 :=3xIyIz(Rry A Ryz A\ Rxz)

Wir wollen mit Resolution zeigen, dass 1, @2, v3 = ©4.

(a) Bestimmen Sie eine Menge von aussagenlogische Formeln, die genau dann erfiillbar
iSta wenn {Solv P2, ¥3; _'904} das ist.

(b) Ubersetzen Sie das Ergebnis aus (a) in Klauselform und beweisen Sie mit Hilfe des
Resolutionsverfahrens, da§ die Formelmenge {1, @2, 3, 74} unerfiillbar ist.
Hinweis. Uberlegen Sie sich zu erst intuitiv, warum die Formelmenge nicht erfiillbar
sein kann.

(c) Seien

P =VaVy(z <y — Jz(x < zA 2z <y A Pz))
Yo 1= FaVy(y < — —Py)
3 = JaVy(—y < x)

Zeigen Sie auf dhnliche Weise, dass ¢, ¥y = 13. Wandeln Sie dazu erst die Formeln
1, Y9, mP3 in Skolemnormalform um.

Musterlésung.

(a) Erstens schreiben wir die Negation von ¢4 in préanexe Normalform um: —p, =
VaVyVz—(Rxy A Ryz A Rxz). Damit sind alle Formeln in Skolem Normalform und
wir bekommen die Termstruktur {f"c : n € N}.

Fiir alle Terme s und t fiihren wir Aussagenvariablen pgrs ein und erhalten die
Formeln

TPRtt;

PRst — PRts,

PRsft /\ DRsfft

(PRst A PRiu N PRsu)-



(b) Es ergeben sich die Klauseln

{_‘pRtt }7

{—PRrst, PRes )

{PRese}s APRepfe )
{=PRst: "PRIw; "PRSU}-

{PRe fc} {—Pre fery "PRfcffey "PRef fc}
{PRfesse} {=PRfefses TPRefe}
\
{Presset {—=Presfe}
(]

(¢) Wir schreiben 1)1, 19, =103 in Skolemnormalform um und fithren dazu ein zweistel-
liges Funktionssymbol f, ein einstelliges Funktionssymbol g und ein Konstanten-
symbol c¢ ein.

VaVy(r <y — (z < fay A fry <y A Pfay))
Vy(y <c— —|Py)
Va(gx < x)

Fiir alle Terme s und ¢ fithren wir Aussagenvariablen ps; und pp; ein und erhalten
die Formeln

Ps<t — (ps<fst A Pfst<t A prst) )
Pt<ec — PPt

pgt<t .

Es ergeben sich die Klauseln

{_'ps<t7ps<fst}7 {_'ps<t7pfst<t}a {_'p8<t7prst}7 {_'pt<cv_‘th}7 {pgt<t}'

{pgc<c} {_'pgc<07 pfgcc<c}
{pgc<c} {_‘pgc<c>prgcc} {pfgcc<c} {_‘pfgcc<c7 _'prgcc}
{prsgec} {=pprgect

O



(E7.2)

Gegeben sei eine zweistellige Relation ~ und die Aussage
p=VNrx~zx N VaVylr ~y —y~x) N VaVyVz((x ~y ANy ~z) = x ~ 2)

die besagt, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.

(a) Erweitern Sie {¢} zu einer Satzmenge, die besagt, dass ~ unendlich viele Aquiva-
lenzklassen hat.

(b) Argumentieren Sie (mit dem "Kompaktheitssatz), dass es keine Satzmenge gibt, die
besagt, dass ~ endlich viele Aquivalenzklassen hat.

(c) SchlieBen Sie aus (b), dass es keinen einzelnen Satz gibt, der besagt, dass ~ unend-
lich viele Aquivalenzklassen hat.

Musterlosung.

(a) Wir definieren fiir jedes n € N die Aussage

Op =dxy ... dz, /\ T~ T

1<i<g<n

(n besagt, dass ~ mindestens n verschiedene Aquivalenzklassen hat), dann erfiillt
die Satzmenge

P ={p}U{pn : neN}
die geforderte Bedingung.

(b) Angenommen es gébe eine solche Formelmenge ¥. Ist I” eine endliche Teilmenge von
@& UV, dann enthélt I" hochstens endlich viele Satze der Form ¢,,, und demzufolge
gibt es ein maximales n € N mit ¢, € I'. Also ist jede Aquivalenzrelation mit n
Klassen ein Modell fiir I'. Nach dem Kompaktheitssatz ware nun @ U ¥ erfiillbar,
was aber nicht sein kann, da ein Modell von @ U ¥ hochstens endlich viele und
gleichzeitig unendlich viele Aquivalenzklassen haben miisste.

(c) Gébe es einen einzelnen Satz y, dann wiirde der Satz ¢ A —x gerade besagen, dass
~ endlich viele Klassen hat, eine solche Menge kann aber laut (b) nicht existieren.
(Beachten Sie: Aus ¢ folgt, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist, wihrend aus —y
folgt, dass ~ keine Aquivalenzrelation ist oder endlich viele Klassen hat.)



