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(E4.1) Eine (nicht negative) Hornformel ist eine Formel der Form
(@A Agw) —q.
(Fiir n = 0 ergibt sich einfach ¢.)

Man beachte, dass eine (nicht negative) Hornformel (¢; A --- A q,) — ¢ einer Klausel
{—qo, - .., qn, q} entspricht, die genau ein positives Literal enthélt. Solche Klauseln hei-
Ben Hornklauseln.

(a) Geben Sie alle Modelle der Menge
P={p,(pNq) = rp—r(pANg) — s (pAT) =t s— 1t}
an.

(b) Sei @ eine Menge von nicht negativen Hornformeln und Z := {J : J | &} die
Menge aller ihrer Modelle. Wir definieren eine Interpretation J, durch

Jo(p) =1 gdw J(p)=1firaleJecZ.

Zeigen Sie, dafl Jo ebenfalls ein Modell von @ ist. Wir nennen J, das minimale
Modell von @. (Warum?)

(c) Finden Sie eine Formelmenge @, die kein minimales Modell besitzt. (¢ kann also
nicht nur aus nicht negativen Hornformeln bestehen.)

(d) K = {{p}, {-p—q,7}, {-p., 7}, {-p,~q,s}, {-p, - t},{-s,t}} ist die Klausel-
menge die zu der Menge der Hornformeln @ aus (a) gehort.

Berechnen Sie Res™(K).

(e) Sei @ eine Menge von Hornformeln, K die dazugehorige Menge von Hornklauseln
und Jo das minimale Modell von &. Zeigen Sie, dass

(i) Res"(K) nur Hornklauseln enhélt (insbesondere also nicht die leere Klausel);

(ii) fur jede Variable p, gilt
{p} € Res"(K) gdw Jo(p)=1.
Hinweis. Man iiberlege sich zunéchst, dafl
Jo(p)=1 gdw Dlp gdw O€Res"(KU{-p}).

Die Richtung (=) folgt aus der Korrektheit des Resolutionskalkiils, die Riickrich-
tung (<) aus der Vollstandigkeit (sieche Lemma 5.5 bzw. Lemma 5.8).
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Musterlosung.

(a)

(b)

(c)
(d)

(e)

Es gibt die folgenden Moglichkeiten:

p q r s t
1 01 0 1
11 1 1 1
1 0 1 1 1

Sei (g1 A-++ A q,) — q eine Formel in @. Angenommen, Jo = (1 A -+ A gn) — .
Dann gilt Jo(q;) = 1 fiir alle 1 < i < n, aber Jo(q) = 0. Nach Definition von Jy gibt
es also eine Interpretation J € Z mit J(¢) = 0. Andererseits ist J(g;) = 1 fiir alle 4.
Somit gilt J & (g1 A -+ A qy) — q. Also ist § ¢ Z. Widerspruch.

& :={pVq} (oder =pV =g = —=(p A q), eine negative Hornklausel).

Also:

Res*(K) = {{—'p, —q, r}7 {_'pv T}’ {p}7 {—'p, —-q, S}’ {_‘p7 -, t}7 {_'57 t},
{_'p7 t}’ {_'Q7 T}v {T}’ {_‘(L S}’ {—\’I", t}’ {_‘p, —q, t}v {t}7 {_'Qa t}} .

(i) Wenn wir zwei Hornklauseln {—q, ..., —¢,, ¢} und {—¢,, ..., ¢, ¢} resolvie-
ren, dann muf dies beziiglich eines der positiven Literale ¢ oder ¢’ geschehen.
Wir haben also etwa ¢ = ¢} und die Resolvente

{ﬁ(h? <oy n, ﬁQé? HR) _'Q;na q,}

ist wieder eine Hornklausel. Wenn wir also mit einer Menge von Hornklauseln
starten, dann enthalten wir durch Resolution nur Hornklauseln.

(ii) (=) Nach Lemma 5.5 folgt aus {p} € Res*(K), daB @ |= p. Somit ist Jo(p) = 1.
(<) Angenommen, dafl Jo(p) = 1. Dann gilt J(p) = 1 fiir jede Belegung J die
K erfiillt, also K = p.

Sei K, die Klauselmenge, die wir aus K erhalten, indem wir jede Klausel
16schen, in der —p vorkommt, und in allen iibrigen Klauseln das Literal p
streichen (falls es vorkommt). Wir behaupten, dass K unerfiillbar ist.
Angenommen, dass J eine Belegung ist, die K erfiillt. Sei J’ die Belegung mit
J'(q) = 3(q) fir ¢ # p, und J'(p) = 0. Dann ist 3’ = K im Widerspruch zu
K = p. Also Ky unerfiillbar.

Dann gilt O € Res"(Kj). Wenn wir in der Ableitung von O aus K die Strei-
chung des Literals p wieder riickgéngig machen, so erhalten wir entweder eine
Ableitung von O oder von {p}. Also ist O € Res*(K) oder {p} € Res*(K). Da
Mengen von (nicht negativen) Hornklauseln immer erfiillbar sind, kann der
erste Fall nicht eintreten. Also ist {p} € Res"(K).
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(E4.2)

Finden Sie mittels Beweissuche im Sequenzenkalkiil SK fiir folgende Formeln bzw. Se-
quenzen entweder eine Herleitung oder eine nicht-erfiillende Belegung.

(a) F(pAg)V=(gVr)VrV-p
(b) p,gVrE(pAq) V(pAT)

(c) F=(=pAg)AT)V (gAT)

Musterlosung.

(a)
——:——%A@ ——?——4A@
¢pkp,r ¢pkaqr
(AR) ———— (Ax
¢.pEpAgr r,pEpAgr
(VL

qVr,pEpAgr
(—R)

(=R)

(VR)
(VR)

(VR)

qVvVrtEpANgr,—p

FpAg,—~(gVr),r,—p
FpAg,-(gVr),rV-op

FpAg,—(gVr)VrV-p
FAgVa(gVr)VrVv-p

(b)

— (Ax) ——(Ax) ——— (Ax) —— (Ax)
p,qgEp,pAT p.qbaq,pAr p,rEpAgp p,rEpAgr
(AR) AR

p.qEDPANGDAT p,rEpAGDAT )

(VL

p,qVTEpAgpAT

(VR)
paVrE(@AgV(pAT)

rq,q rkgqp
(AR) —— (Ax)
rq,pAg rEr,pAgq
(AR

rEgAr,pAq

(=L)
(AL)

(=R)

(VR)

“(pAg),rEgAnT
“(pANg AT EgANT
Fo(=pAg) AT gAT
F=(=(pAg) AT)V(gAT)

Eine nicht erfiillende Belegung ist z.B. r — 1 und ¢,p — 0.



