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(E8.1)

Seien R und FE zweistellige Relationssymbole und & die Formelmenge:

(1) VzEzz,

(2) VaVy(Ezy — Eyz),

(3) VawVz((Exy A Eyz) — Ezz),

(4) VaVy(—~Ezy — Jz(mExz AN —Eyz A Rxz N —Ryz)),
(5) VaWy(Rzy — Ryz),

(6) VaWy(Ery — —Rxy),

(7) Vz3yRzy,

(8) JaWy(—FEzy — Rxy).

(a) (1)-(3) besagen, dass E eine Aquivalenzrelation ist. Was ist die anschauliche Be-
deutung der Formeln (4)—(8), wenn man E als (Modellierung der) Gleichheit be-
trachtet? Konnen Sie ein kleinstmogliches Modell von (1)—(7) angeben?

(b) Wandeln Sie die Formeln aus ¢ in Skolemnormalform um.

(c) Zeigen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, dass ¢ unerfiillbar ist.

(E8.2)

Wir betrachten die Signatur S = {f,0} mit einem einstelligen Funktionssymbol f und
einer Konstanten 0. Beginnend mit einem Element x einer S-Struktur betrachten wir die
Folge x, f(z), f*(z), ... und untersuchen, wie lange es dauert bis der Wert 0 erreicht wird.

(a) Geben Sie fiir jedes n > 0 eine Formel ¢,(z) an, die sagt, dass in der Folge
z, f(z),..., f" 1 (z) der Wert 0 nicht vorkommt.

(b) Geben Sie eine Satzmenge ¢ an, welche besagt, dass es fir jedes n > 0 ein x gibt,
so dass, wenn wir mit x beginnen, der Wert 0 frithestens nach n Schritten erreicht.

(c) Beweisen Sie mit Hilfe des Kompaktheitssatzes, dass es keine Satzmenge @ gibt,
welche ausdriickt, dass fiir jedes x schlielich die 0 erreicht wird, d.h., dass es kein
x gibt, so dass f"(x) # 0 fur alle n.



(Die Collatz-Vermutung behauptet, dass die durch die Funktion f : N — N mit

f(n) =

3n+ 1 fiir ungerade n,
n/2 fiir gerade n,

erzeugte Folge fiir jede natiirliche Zahl > 0 schliellich 1 ergibt. Bis jetzt konnte diese
Vermutung weder bewiesen noch widerlegt werden.)



