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Kapitel 1

Grundbegriffe

Ein mathematisches Modell fiir ein zufélliges Phidnomen besteht aus einem Wahr-
scheinlichkeitsraum und darauf definierten Zufallsvariablen.

Themen dieser einfithrenden Vorlesung sind

e allgemeine Begriffsbildung und Konstruktionen,
e Analyse und Simulation stochastischer Modelle,

e Analyse empirischer Daten.

1 Wahrscheinlichkeitsraume

Die moglichen Ergebnisse w eines Zufallsexperimentes bilden den Ergebnisraum 2. Im
allgemeinen ist €2 eine nicht-leere Menge ohne weitere Struktur.

Beispiel 1.

(i) Wirfeln, Q :={1,...,6}.

(ii) Anzahl Anrufe in Callcenter, Q := Nj.
(iii) Wartezeit bei Anruf, Q := R, := [0, ool.

(iv) Verlauf eines Aktienkurses iiber die Zeit von 0 bis T', Q := C([0, T]) Menge der
nicht-negativen stetigen Funktionen auf [0, 7.

Fiir gewisse Teilmengen A C ), genannt Ereignisse, definiert man die Wahrschein-
lichkeit ihres Eintretens (w € A). Die Menge 2l aller Ereignisse in € bilden den

Ereignisraum.
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Beispiel 2.

(i) Wiirfeln, Ergebnis ist gerade Zahl, A := {2,4,6}.

(ii) Anzahl Anrufe in Callcenter, Kapazitétsgrenze K wird nicht tiberschritten, A :=
{0,..., K}.

(iii) Wartezeit bei Anruf, Wartezeit liegt zwischen 1 und 2 (Minuten), A := [1,2].

(iv) Verlauf eines Aktienkurses, Kurs weicht von Anfangswert um nicht mehr als 10
(Euro) ab,
A:={we C.([0,T]) : sup |w(0)—w(t)| <10}.
0<t<T

Nun: mengentheoretische Operationen mit Ereignissen.
Beispiel 3.

(i) Ereignis A oder Ereignis B tritt ein, AU B.

(ii) Ereignis A und Ereignis B treten ein, AN B.

(iii) Ereignis A tritt nicht ein, A°:=Q\ A.

(iv) (mindestens) eines der Ereignisse A;, Ao, ... tritt ein, [, A;.

(v) alle Ereignisse A;, A,, ... treten ein, (.2, A;.

Forderung: obige Operationen liefern wieder Ereignisse (Abschlufseigenschaft). Dazu
fiihrt man den Begriff der o-Algebra ein.

Bezeichnung. Die Potenzmenge von  (Menge aller Teilmengen von ) wird mit
PB(Q) und die Mdachtigkeit (Anzahl der Elemente) einer endlichen Menge U wird mit
|U| bezeichnet.

Beispiel 4. Minzwurf, Q2 := {Z, K},
P ={0,{z}, {K},{Z,K}}.
Beachte Z ¢ PB(2), aber {Z} € B(Q).

Satz 5. Fiir endliche Mengen € gilt

B =2,
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Beweis. Durch Induktion tiber n := [Q)|.
Verankerung: Gelte |Q2] = 0. Dann Q = () und [B(Q)| = {0} = 1.

Induktionsschritt: Gelte |©2] = n 4+ 1 > 1 und sei die Behauptung fiir Mengen der
Machtigkeit n bereits bewiesen. Fixiere w* € ). Dann

PO =HACQ:w € A} +[{ACQ:w" ¢ A}
= 2" 4 2" = 2",

Definition 6. 2 C PB(Q) heifst o-Algebra (in ), falls
(i) Q e,

(ii) Ae™A=> A e,

(iii) Ay, Ag,...eA=US A e

Forderung: der Ereignisraum ist eine o-Algebra.

Bemerkung 7. In der Regel betrachtet man 21 := B(), falls Q@ abzéhlbar ist. Dies
ist im allgemeinen nicht mehr moglich, falls € tiberabzahlbar ist, siche Kapitel [V1

Lemma 8. Fiir jede o-Algebra 2 gilt

(i) 0 e,

(iil) A BeA=AUB, ANB,A\Be#X,
(iii) Ay, Ag,...eA=N2 A e

Beweis. Ad (i): Es gilt § = Q° € 2 nach Definition Bl (i), Bl (ii).
Ad (ii): Seien A, B € 2. Es gilt
AUB=AUBUOUPU... e

nach (i) und Definition [l (iii). Es gilt A°U B° € 2 nach (ii) und Definition [.(ii) und
somit auch
ANB=(A°UB°)° e

Man verwende A\ B= AN B°um A\ B € 2 zu zeigen.

QAi:<gA§) =

nach Definition B (ii), Bl (iii). O
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Bezeichnung. Mengen A;, As, ... heifen paarweise disjunkt (p.d.), falls A;NA; =0
fiir § % 7.

Im folgenden sei A eine o-Algebra in einer nicht-leeren Menge ).

Nun: Zuordung von Wahrscheinlichkeiten P(A) zu den einzelnen Ereignissen A € 2.
Dabei leitet uns folgende Vorstellung: Bei einer , grofen” Anzahl von ,,unabhéngigen‘
Wiederholungen des Zufallsexperimentes liegt die relative Haufigkeit des Eintretens

von Ereignis A ,nahe* bei P(A).

Definition 9. P : A — [0, 1] heilt Wahrscheinlichkeitsmaf oder Wahrscheinlichkeits-
verteilung (auf ), falls

() P(O) =1,

Genauer: ... = ) *, P(A;) (absolut) konvergent und ...

Beispiel 10. Die Gleichverteilung auf einer endlichen Menge €2 wird definiert durch
(Laplace-Annahme)

P(A) = |A|/|9), ACQ.

Speziell gilt fiir alle w €
P({w}) =1/19.
Beh.: P ist Wahrscheinlichkeitsmaf auf 20 := ().

Beweis. Offensichtlich gilt 0 < P(A) <1 und P(Q2) = 1.
Fiir Ay, Ay, ... € Q p.d. (notwendig: A; = () bis auf endlich viele i) gilt

i=1 i=1

Dies zeigt die o-Additivitét. O

Definition 11. (2,2, P) heift Wahrscheinlichkeitsraum, falls € eine nicht-leere Men-
ge, A eine o-Algebra in Q und P Wahrscheinlichkeitsmafs auf 2/ ist.

Beispiel 12. Ein stochastisches Modell fiir einmaliges Wiirfeln wird definiert durch

(i) Q:={1,...,6},
(i) 2= P(Q),
(iii) P Gleichverteilung auf €.
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Beispiel 13. Ein stochastisches Modell fiir Geschlecht eines Neugeborenen wird de-
finiert durch

(i) Q2 :={W, M},

(i) A= P(),
(iii) P definiert durch P({W}) := 0.4863.

Letzteres wurde empirisch ermittelt als relative Haufigkeit unter den 25171123 Le-
bendgeburten in D in den Jahren 1970-1999. Siehe Hesse (2003, p. 23).

Beispiel 14. Hard core model der Physik, Gleichverteilung auf einer sehr grofien
Menge ,unbekannter Machtigkeit.

Betrachte ein Gitter
G={1,...,m}*

mit d = 3. Mit Qy bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen (Konfigurationen)
v:G—{0,1}.

Interpretation: ¢(z) = 1 gdw. der Gitterpunkt x € G besetzt ist. Es gilt [Qy] = 2(m®).
Zwei Gitterpunkte z,y € G heifsen benachbart, falls sie sich in genau einer Koordinate
unterscheiden, d.h., falls Zle |z; — y;| = 1. Eine Konfiguration ¢ € Qg heift zulissig,
falls benachbarte Gitterpunkte x, y € G nicht zugleich besetzt sind, also ¢(z)-¢(y) =0
erfiillen.

Man studiert die Gleichverteilung auf der Menge 2 der zuléssigen Konfigurationen.
Siehe Haggstrom (2002).

Beispiel 15. Ein (fragwiirdiges) stochastisches Modell fiir Pfeiltreffer auf Dartscheibe
mit Radius r > 0 wird definiert durch

() Q= {(z.y) R : 22 432 <12},
——

=W

(ii) eine ,0-Algebra 2 in Q, deren Elementen ein ‘Fldcheninhalt’ A\(A) zugeordnet
werden kann“, sieche Kapitel [V und Kapitel [VI2]

(iii) P(A) := \A)/(7r?).
Beachte: Es gilt P({w}) = 0 fiir alle w € Q.

Hilfreiche Intuition zu Wahrscheinlichkeiten: relative Anzahlen, siehe Beispiel [T, oder
normierte Fldcheninhalte, siehe Beispiel

Im folgenden bezeichne (§2, 2, P) stets einen Wahrscheinlichkeitsraum.

Nun: Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmafsen.
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Satz 16. Fiir A, B € 2 gilt
(i) AnNB=0= P(AUB) = P(A) + P(B) (Additivitit),
(i) AC B= P(B)=P(A)+ P(B\ A),

(iii) A C B = P(A) < P(B) (Monotonie),

(iv) P(A°) =1 — P(A),
(v) P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B).

Beweis. Seien A, B € .
Ad(i): Im Fall An B =0 gilt

AUB=AUBUQlUD...

mit p.d. Mengen und somit
P(AUB) = P(A)+ P(B)+ Y _P(0).
i=1

Da P(AU B) < oo, folgt P() = 0 und weiter die Behauptung.
Ad (ii): Im Fall A C B gilt
B=AU(B\A).

mit disjunkten Mengen A und B\ A. Verwende (i).
Ad (iii): Verwende (ii) und P(B\ A) > 0.

Ad (iv): Verwende (ii) mit B = (2, also P(B) = 1.
Ad (v): Verwende

AUB=AU(B\A) =AU(B\(ANB))
zusammen mit (i) und (ii). O
Satz 17. Seien Aq, Ay, ... € 2. Dann gilt
(i) P(UzZ, Ai) <>02, P(A;) € [0, 00] (o-Subadditivitdt),
(ii) aus Ay C Ay C ... folgt P (U2, Ai) = lim,_.o P(A,) (o-Stetigkeit von unten),

(iii) aus A; D Ay D ... folgt P (2, 4;) = lim,, .o P(A,) (o-Stetigkeit von oben).
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Lemma B sichert B; € . Beachte, daf | J;°, A; = U;~, B; mit p.d. Mengen B;.
Ad (i): Mit der o-Additivitat und der Monotonie von P folgt

P (G&) =P (G&) = 3 P(B;) < iP(Ai>' (1)

Beweis. Seien Ay, Ay, ... € 2A. Setze Ag := ) und B; = A; \ <U;j) Aj> fir ¢ > 1.

Ad (ii): Aus A; C Ay C ... folgt P(B;) = P(A;) — P(A;_1), siehe Satz [[8.(ii), und

weiter

ZP(BZ-) = P(Ay).

Verwende () um

P(Ua) = (St = i a

zu erhalten.
Ad (iii): Verwende (ii) und Komplementbildung. O

2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhangig-
keit

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsmaft P auf einer o-Algebra 2. Falls bekannt ist,
dak ein Ereignis B € 2 eingetreten ist, kann man zu einem neuen Wahrscheinlich-
keitsmafs auf 2 iibergehen. Idee: ,Restriktion” auf B und Normierung.

Definition 1. Fiir A, B € 2 mit P(B) > 0 heift

P(AN B)

P(A|B) = =55

bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.
Bemerkung 2. P(-| B) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf 20 mit P(B|B) = 1.

Beispiel 3. Fiir die Gleichverteilung P auf einer endlichen Menge ©Q und () # B C

sowie A C ) gilt
|AN B

1Bl
d.h. P(A|B) ist der relative Anteil von Elementen aus A in B. Somit ist P(-| B) die
,Gleichverteilung* auf B. Analog in Beispiel I3

P(A|B) =
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Speziell: einmaliges Wiirfeln (wie tiblich modelliert) und B := {1,5,6}. Dann

1/3, fallswe B

PAwB) = {0 falls w ¢ B.

Beispiel 4. Betrachte zwei weife (1, 2) und drei schwarze (3, 4, 5) Kugeln, ziehe zwei
Kugeln ohne Zuriicklegen. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf die 2. Kugel
schwarz ist, falls die 1. Kugel weifs war.

Modell: Gleichverteilung auf
Q= {(wi,wo) € {1,...,5}*: wi # wy}.
Fiir
A= {(w1,w2) € Q:wy >3},
B = {(wi,wq) € Q:wy <2}

gilt (wie erwartet)
[AnB] 6 3

B 8 4
Satz 5. Fiir p.d. Mengen By, ..., B, € U gelte

P(A|B) =

und

Dann folgt fiir jedes A € A (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit)
P(A) =) P(A|Bi): P(B).
i=1

Falls zusétzlich P(A) > 0 gilt, so folgt (Formel von Bayes)

 P(A|B)-P(B)
P = s 5 By P(By)

Analoge Aussagen gelten fiir abzéhlbar viele Mengen B;.

Beweis. Zur totalen Wahrscheinlichkeit: Es gilt

n

A=JAnB)

i=1
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mit p.d. Mengen A N B;. Somit folgt
P(A) = ZP(AﬂBz‘) = ZP(A|Bi)'P(Bi)'
i=1 i=1

Zur Formel von Bayes: Es gilt fiir jedes i € {1,...,n}

P(BinA) P(B;) P(A|B;)-P(B)
PEIN="p@ PE) T P

Die Behauptung ergibt sich nun mit Hilfe der Formel von der totalen Wahrscheinlich-
keit. U

Beispiel 6. Situation
e 3 Maschinen, 7 = 1, 2, 3,
e Anteil an Tagesproduktion, r; = 60%, 30%, 10%,
e Anteil defekter Produkte pro Maschine, d; = 1%, 2%, 3%.
Fragen
e Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein zufillig gewéhltes Produkt defekt?

e Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt ein defektes Produkt von Maschine 17

Modell
(i) Q= {(17 _'_)a (17 _)7 (27 +>7 (27 _)7 (37 _'_)a (37 _)}a
(i) 2 :=P(Q),

(iii) P definiert durch
P{i,—}) =1~ d;, P{i,+}) =1 - (1 = d;).

Fiir D == {(1,—), (2, =), (3, =)} und M; == {(4, +), (i, =)} folgt

P(M)=r, P(D|M)= T"y;‘di = d,.
Man erhélt 5
P(D) = dyry + darg + dgrs = 200
und P(D| M) - P(My) 200 2
Py D) = PP 2R gy =2,

Héaufig wie in diesem Beispiel: Modellierung durch Vorgabe bedingter Wahrscheinlich-
keiten, etwa bei Markov-Ketten. Siche UBUNG 5:G7 und 5:H19.
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Nun: ein zentraler Begriff der Wahrscheinlichkeitstheorie.
Definition 7. Zwei Ereignisse A, B € 2 heiflen unabhdingig, falls
P(AnB)=P(A)- P(B).
Bemerkung 8. Im Falle P(B) > 0 gilt
A, B unabhéngig < P(A|B) = P(A).
Beispiel 9. Einmaliges Wiirfeln (wie tiblich modelliert) und

B :={1,2,3,4}, Ay :={2,4,6}, Ay = {1}.

Dann gilt

1 1
P(A1|B)=§, P(Al)zé,

d.h. Ay, B unabhéngig. Ferner gilt

1 1
P(A2|B)=Z, P(Az):é,

d.h. As, B nicht unabhéngig.

Beispiel 10. Zweimaliger Wurf einer fairen Miinze,
Q:= {(Zv Z)? (Za K)a (Ka Z)a (Ka K)}a

2A = P(Q2) und P Gleichverteilung auf 2. Betrachte

A ={(2,2),(Z,K)} 1. Wurf Z,
Ay ={(Z,K), (K,K)} 2. Wurf K,
Az ={(Z,K), (K,Z)} Wiirfe verschieden.

Es gilt |A;] =2 und |A; N A;| =1 fiir i # 5. Also
Ay, Ay unabh., Ay, A3 unabh., Ajy, A3 unabh.

Im folgenden sei I = {1,...,n} oder I = N.

Definition 11. Eine Folge (A;);c;r von Ereignissen heifst unabhdngig, falls fiir jede
endliche Menge () # J C I gilt

P(D}Aj) = EP(Aj).

Vgl. Definition [ im Spezialfall || = |J| = 2.
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Bemerkung 12. Falls (4;);c; unabhéngig, so folgt die paarweise Unabhdingigkeit
vj17j2 S [7 jl 7é j2 : Aj17Aj2 unabhéngig'
Die Umkehrung ist falsch, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 13. Zweimaliger Wurf einer fairen Miinze, siehe Beispiel Die Folge
(A, As, A3) ist nicht unabhéngig, da

|A1 N AN Az = 1.

Alternative Argumentation: es giltP(A3|A; N Ay) = 1 aber P(A;3) = 1/2, siehe Be-
merkung [T41

Bemerkung 14. (A;);cs ist genau dann unabhéngig, wenn fiir alle endlichen Mengen
0 # i, Jo © it Jy (1o =0 und P ()0, Ay ) # 0 gilt

P(ﬂ A1 N Ajg) :P(ﬂ Ajl).

J1€J1 Jj2€J2 Jj1€J1

Beweis. UBUNG 3:G3. O

Géngige Sprechweise: Aq, As, ... sind unabhéngig statt (A;, As,...) ist unabhéngig.

3 Reellwertige Zufallsvariablen

Oft interessiert man sich (nur) fiir spezielle Aspekte eines Zufallsexperimentes. Dazu
betrachtet man Abbildungen 2 — R.

Bezeichnung. Die Indikatorfunktion 1y : V — R einer Teilmenge U C V ist definiert

durch
1, fallsxeU
ly(z) :=
0, fallsz ¢ U.
Beispiel 1. Anzahl Anrufe in Callcenter an Tagen 1,...,n. Dazu sei

Q=N :={(wy,...,wn) :w; €Ngfiri=1,...,n}
~————

=W

und A := P(Q2). Die Anzahl Anrufe an Tag i ist gegeben durch

Xi(w) == w;
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und die Gesamtanzahl der Anrufe ist gegeben durch

X(w) = Zwi

Mittels
Yi(w) == Lk, (wi)

wird beschrieben, ob an Tag i die Kapazitatsgrenze K iiberschritten wurde. Die An-
zahl der Tage an, an denen die Kapazitatsgrenze K iiberschritten wurde, ist gegeben

durch .
Y(w) = Ligsr.y(wi).
=1

Definition 2. Eine Abbildung X : Q — R heifit (reellwertige) Zufallsvariable (auf
dem Wabhrscheinlichkeitsraum (€2, %, P)), falls

VieR: {we: X(w)<z}e
Manchmal zugelassen: Funktionswerte foo. Siehe auch Lemma B und Lemma [VIBITL
Bemerkung 3.
(i) Zufallsvariablen sind Abbildungen!

(ii) Fiir Zufallsvariablen sind die Wahrscheinlichkeiten P({w € ©Q : X(w) < x})
wohldefiniert.

(iii) Im Falle % = J(Q) ist jede Abbildung 2 — R eine Zufallsvariable.
Bezeichnung. Suggestive Kurzschreibweise
{XeB} ={we: X(w) € B}
fir X : 2 — Rund B C R sowie
{X <z} ={we: X(w) <z} ={X €]-00,z]}
fiir € R. Analog mit ,,=* usw. Also: Urbilder von Mengen, {X € B} = X !(B).
Beispiel 4. Callcenter
= Ng, 2A = P(Q), Xi(w) == w;.

Es gilt (Verkniipfung von Zufallsvariablen)

X = ZX Y=l o X Y=) Y.
=1 i
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Géngige Schreibweise 14(X;) fir 14 o X;.
Spezielle Ereignisse: Gesamtanzahl der Anrufe liegt zwischen 1000 und 2000,

{1000 < X < 2000},

Kapazititsgrenze K wurde nie iiberschritten,
N < Ky = ({¥i =0} = {v =0},
i=1 i=1
Definition 5. Die Verteilungsfunktion Fx : R — [0,1] einer Zufallsvariable X auf
(Q, 2, P) ist definiert durch
Fx(z) = P{X < x}).

Wir werden sehen, daf die wahrscheinlichkeitstheoretische Struktur einer Zufallsva-
riable vollstdndig durch ihre Verteilungsfunktion beschrieben wird.

Gleichheit von Zufallsvariablen in folgendem Sinn (und damit schwécher als die Gleich-
heit von Abbildungen).

Definition 6. Zwei Zufallsvariablen X auf (2,2, P) und X’ auf (', ', P’) heifen
identisch verteilt, falls F'x = Fy.

Beispiel 7. Betrachte die Gleichverteilung P auf 2 := {1,...,n} und setze
X(w):=w.

Dann gilt
1/n, fallsze{l,....n}

0, sonst

P({X =1})= {

Betrachte den Wahrscheinlichkeitsraum (€', 20, P') zur Modellierung des Pfeiltreffers
auf einer Dartscheibe, siehe Beispiel [0l Definiere Aj = {(0,0)} und firz =1,...,n
die Sektoren

Al = {p(cosa,sina) : p€10,7r], a €](x —1)/n-2m x/n- 27|}
Sei X'(w') der getroffene Sektor, d.h.

falls w’ € A’ . Dann gilt firx =1,...,n
P/{X’ = 2}) = PI(AL) = A(A)/NS) = 1/n,
sowie P'({X'=z})=0firz € R\ {1,...,n}. Also
VeeR: PH{X =z}) = P{X' =z}). (1)

Beh.: X und X’ sind identisch verteilt.
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Beweis. Fir v € R, M :=]—o0,z] und D := {1,...,n} gilt
P{X <z})=P{X e M}n{X € D})
= >, P{X=y})=P{X <a}).
———

YEMOD —pr((x1=y))

Siehe auch Lemma [TTHIHL
Warnung: aus ([Il) folgt im allgemeinen nicht, daft X und X’ identisch verteilt sind.

Bezeichnung. M := {M C R : M oder M°® Intervall}.
Lemma 8. Fiir jede Zufallsvariable X auf (2,2, P) gilt

VMeM: {XeM}el

Beweis. Im folgenden seien a,b € R mit a < b. Wir beweisen die Aussage in Teil-
schritten.

0.Fir M =Rgit {XeM}=0Qec
1. Fir M = ]—o0,b] gilt {X € M} nach Definition einer Zufallsvariable.
2. Fiir M =]a,o00[ gilt M =R\ |—00,al, also

{XeM}={X eR}\{X €]—-0,a]} € A.

3. Fir M = |—o0,b] gilt M =J,~,]—00,b—1/n], also

{XeM}= D{X €]—o0,b—1/n]} € A

n=1
4. Fir M = [a,00[ gilt M =R\ |—00, a[, also

{XeM}={X e R}\{X € ]—o00,a[} € .

5. Beschrankte Intervalle sind Durchschnitte der unter 1.—4. betrachteten Intervalle,

und es gilt
{XEIlﬂIQ}:{XG_Tl}ﬁ{XGIQ}

Demnach gilt die Aussage fiir alle Intervalle, unter Benutzung der Definition der o-
Algebra auch fiir deren Komplemente. O

Satz 9. Zwei Zufallsvariablen X auf (2,2, P) und X’ auf (', 2('; P') sind genau dann
identisch verteilt, wenn

VM eM: P{X € M}) = P({X' € M}).
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Beweis (und Rechentechnik). Zu zeigen ist nur ,,=*. Wir gehen wieder in Teilschritten
vor.

1. Fur M :=|a,b] gilt

P({X € M}) = P({X < b}\ {X < a})
— P({X <)) - PUX < a))
= P{X’ < b)) - P({X’ <a}) = P'({X’ € M}).

2. Fir M :=]a,b] gilt M =J.~,]a,b— 1/n]. Also nach Satz M7 (ii) und 1.

P{XeM})=P (U (X €a,b— 1/n]}>

= lim P({X €]a,b—1/n]})

n—o0

= lim P'({X' €]a,b—1/n]}) = P'{X' € M}).

3. Fir M := {a} gilt

M = ﬂ]a—l/n,a+1/n[.

n=1

Also nach Satz [ (iii) und 2.

P{X eM})=lim P{X €Ja—1/n,a+1/n[})

n—oo

= lim P'({X' €la—1/n,a+1/n[}) = P({X' € M}).

Fiir alle weiteren Typen von Mengen M € 9t nutze man die o-Additivitat, Additivitat
und die Rechenregel fiir Komplemente. O

Bemerkung 10. Geméf Satz@bestimmt die Verteilungsfunktion F'y die Wahrschein-
lichkeiten P({X € M}) fiir M € 9 eindeutig. Siehe auch Satz [VIBIG

Im folgenden sei I := {1,...,n} oder I := N. Wir betrachten eine Folge (X;);c; von
Zufallsvariablen auf (2,2, P).

Definition 11. X, X, ... heifen identisch verteilt, falls fiir alle ¢, 7 € I die Zufalls-
variablen X; und X identisch verteilt sind.

Definition 12. (X;);c; heilft unabhingig, falls fir jede Folge (x;);c; in R die Folge
({X; < 2;})ier von Ereignissen unabhéngig ist.

Géngige Sprechweise: X7, Xs, ... sind unabhéngig statt (X, Xs,...) ist unabhéngig.
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Bemerkung 13. (X;);cs ist genau dann unabhéngig, wenn fiir alle endlichen Mengen

J C I mit |J| > 2 und Folgen (z;);e; in R gilt

P(ﬂ{Xj < ffj}) = [ PEX; <)

jed jed

Beispiel 14. Zweimaliger Miinzwurf, siehe Beispiel PII0. Betrachte fiir i = 1,2 die

Zufallsvariablen X;(w) := 1z (w;).
Beh.: X1 und X5 sind unabhéngig und identisch verteilt.

Beweis. Es gilt

0, firx <0
{Xi<a}=q{weQ:w=K}, fir0<z<l1
Q, fiir x > 1.
Also
0 , fallsx <0
P{X;<z})=43 ,fals0<z<1
1, fallsz > 1.

Insbesondere sind X; und X5 identisch verteilt.

Fiir die Unabhéngigkeit ist noch zu zeigen, dafs

PH{Xy <@} n{Xo S 22}) = P{X1 S 21}) - P({ X2 < 22}).

Klar: @) gilt, falls z; < 0,29 < 0,27 > 1 oder zo > 1. Fiir z; € [0, 1] gilt

PHXy <m0 {Xy <@}) = P{(K, K)}) =

-

= P{X1 <21}) - P({ X2 < 22}).

Satz 15. (X;)en ist genau dann unabhéngig, wenn

n n

¥Yne NVM,,...,M, c9m: P(ﬂ{Xj c Mj}) =[[P{X; € M;}).

Jj=1 J=1

Analog fiir I := {1,...,n}. Siehe auch Satz [VIBIIT.

Beweis. UBUNG 4:H13.

O

Bemerkung 16. Stochastische Modelle beruhen sehr haufig auf einer unabhéngigen
Folge von identisch verteilten Zufallsvariablen. Abkiirzung: #id fiir independent and

identically distributed.
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Stochastische Simulation

Hier ein erster Einblick, siche auch Grinstead, Snell (1997). Mehr zu diesem The-
menkreis (Monte-Carlo-Algorithmen) in eigenen Vorlesungen und etwa bei Miiller-
Gronbach, Novak, Ritter (2008).

Problemstellung: Gegeben sei eine Zufallsvariable X auf (2,2, P) sowie eine Menge
M € 9. Berechne P({X € M}).

1 Die Methode der direkten Simulation

Beispiel 1. Erfolgswahrscheinlichkeit einer Strategie beim Patience—Spie]EI. Dazu sei
P die Gleichverteilung auf der Menge (2 aller Permutationen von {1,...,52} (Karten-
verteilungen). Ferner sei X := 14, wobei A die Menge aller Kartenverteilungen, bei
denen die Strategie gewinnt, und M := {1}. Somit

P{X e M}) = P(A) = [A]/|€.
Hier |Q2] = 52! =8.06...-10%, also Q sehr grok.

Beispiel 2. Durchgang von Neutronen durch Materie. Dazu seien (S})sen, (S2)ten und
(S?)ten Folgen von Zufallsvariablen, so dak (S}(w), S%(w), S?(w)) € R? die Position
eines Neutrons nach ¢ Kollisionen beschreibt. Schlieflich tritt einer dieser Félle ein:

e Neutron wird von Abschirmung absorbiert, X (w) := 0,
e Neutron wird von Abschirmung reflektiert, X (w) := 1,

e Neutron passiert Abschirmung, X (w) := 2.

Gesucht ist P({X = 2}). Hier X  kompliziert®.

1Ulam (1946), siehe Los Alamos Science, Special Issue.

17
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Beispiel 3. Ruinwahrscheinlichkeiten als stark vereinfachte Version von Beispiel
Betrachte ein einfaches Spiel mit Gewinn oder Verlust 1 pro Runde mit Wahrschein-
lichkeit p bzw. 1 — p, wobei p € |0, 1[. Dazu sei (Y;), ey iid mit

P({Yi=1}) =p, P{Yi=-1})=1-p.
Dann ist

t
S; = Z Y;
j=1

der akkumulierte Gewinn nach ¢ Runden. Ziel sei die Vermehrung eines Startkapitals
a € N um einen Betrag b € N. Die Spieldauer wird dann beschrieben durc

T(w) :=1inf{t € N: S;(w) = —a oder Si(w) = b}.
Gesucht ist die Ruinwahrscheinlichkeit
r(a,b,p) == P{w € Q: 7(w) < oo und S;(,)(w) = —a}),

d.h. P{X = 1}) fiir X := l{rcoc}n{s,=—a}. Ausblick: Ruinwahrscheinlichkeit eines
Schadenversicherers.

Wir zeigen an dieser Stelle nur P({7 < oo}) = 1. Setze d := a + b — 1. Klar: Spiel
endet spétestens nach d Gewinnen in Folge. Betrachte also

Gk = {()/'(k-il),d+1’...,Yk.d) - (1,,1)}7 k EN.
Dann

)4
{r>t-d}c G5,
k=1

und GY, ..., Gy sind unabhangig mit

k-d

rep-1-r( 1 m-1)-1-p<1

j=(k—1)-d+1
siche UBUNG 3:H9 und Satz [IB@ Es folgt
P({r>(-d}) < (1-p?),

und weiter
0<P{r=00}) < Zlim P({r>1(-d})=0.

Bezeichnung. Sei (X;);c; eine Folge von Zufallsvariablen auf (2,2, P). Fir w € Q
wird die Folge (X;(w));es reeller Zahlen als eine Realisierung von (X;);c; bezeichnet.
Spezialfall: |I| = 1, Realisierung einer Zufallsvariable.

2Konvention: inf ) = co.
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Methode der direkten Simulation. Betrachte eine iid Folge von Zufallsvariablen
X1, ..., X] auf (0,2, P"), wobei X und X7 identisch verteilt sind.

1. . Erzeuge" eine Realisierung (21, ...,z}) von (X7,...,X,).

2. Approximiere P({X € M}) = P'({X}] € M}) durch die relative Haufigkeit

1 n
Z. 1 .
- ;:1 m ()

Dies entspricht der frequentistischen Interpretation von Wahrscheinlichkeiten,
siehe Seite Hl

Nun: Approximation der Verteilungsfunktion F'x von X.

Definition 4. Die empirische Verteilungsfunktion F,(-;x1,...,z,) : R — [0,1] zu
x1,...,T, € Rist definiert durch

Folxyxy,...,xn) :=1/n- Z L oo21(3).
i=1

Fragen: Konvergieren die relativen Haufigkeiten £ ->""  1,/(z}) gegen P({X € M})?
Konvergieren die empirischen Verteilungsfunktionen F,,(-;z,...,2!) gegen Fx? Po-

rrn
sitive Antworten geben wir in Abschnitt VTIEL

Die Mathematische Statistik betrachtet bei diesen Fragen statt Simulationsdaten em-
pirische Daten 2, ...,z € R, siehe bereits Beispiel I3

2 Zufallszahlen

Die praktische Durchfiihrung der direkten Simulation (Schritt 1.) beruht auf Zu-
fallszahlengeneratoren, d.h. auf geeigneten Abbildungen f : K — K, wobei K =
{0,...,k — 1} und k sehr groﬁﬁ, etwa k = 2128 = 3.4...-10% oder k = 21997 =
4.3 ... 10090t

Man erhélt endliche Folgen vy, vq,... € K durch die Initialisierung vy € K und die
Iteration vy := f(vp_1). ,Kleine“ Abschnitte dieser Folgen ,verhalten sich annéhernd*
wie Realisierungen von iid Zufallsvariablen, die jeweils gleichverteilt auf K sind.

Definition 1. Eine Zufallsvariable U heifst gleichverteilt auf [0, 1], falls

0, fallsz <0,
Fy(z) =<z, falls0<z<1,
1, falls x > 1.

Bez.: U ~ U([0,1]).

3Zum Vergleich: die Anzahl der Atome in Universum liegt in der GréRenordnung 107°.
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Bemerkung 2. Fir U ~ U([0,1]), # € R und ein Intervall M mit Endpunkten
0<a<b<1gilt

PH{U =2}) =0,
P{U € M}) = Fy(b) — Fy(a) = b — a.

Setze uy := v¢/k. ,Kleine Abschnitte“ der Folgen wuy,us,... € [0, 1] ,verhalten sich
anndhernd* wie Realisierungen von iid Zufallsvariablen, die jeweils gleichverteilt auf
[0, 1] sind. Kurz: uy, ug, ... (gleichverteilte) Zufallszahlen in [0, 1].

In dieser Vorlesung: Zufallszahlengenerator als black-box. Verwendung etwa in der
Form

(i) Initialisierung init(u0),
(ii) Iteration wu := rand().

Beispiel 3. Simulation des Spiels aus Beispiel [IB Dazu sei

1 falls u > 1 —
T(u):=< "~ s P
—1, fallsu<1-—p.

Ist (Uj)jen iid mit Uy ~ U([0,1]), dann definiert
Y :=T(U;)

J

eine iid-Folge mit
P{Y{=1}) =p, P{Y]=-1}) =1-p.

Dies entspricht einmaligen Wurf einer fairen (p = 1/2) bzw. unfairen (p # 1,/2) Miinze.
Die Simulation der Miinzwiirfe geschieht also durch die Transformation

2= T(u)

von gleichverteilten Zufallszahlen u} € [0, 1].

Die folgenden Abbildungen basieren auf der Wahl p := 1/2. Die Abbildungen
zeigen fiir eine Simulation von 10 000 Miinzwiirfen die Entwicklung der relativen Héu-
figkeit eines Gewinns. Die Abbildung [L4 zeigt eine Entwicklung des akkumulierten
Gewinns iiber 1000 Runden. Die Abbildung [LH zeigt die Simulation von vier Spielver-
laufen im Fall @ = 20 und b = 60. Fiir a = 20 und b = 60 sowie fiir a = b = 100 zeigen
die Abbildungen und [T fiir eine Simulation von jeweils 10 000 Spielverlaufen die
Entwicklung des relativen Anteils der Spiele, die im Ruin enden.

Vermutung: fiir die Ruinwahrscheinlichkeiten r(a, b, p) gilt

b
a+b

r(a,b,1/2) =

Beweis: UBUNG 6:H26.



2. ZUFALLSZAHLEN

0.7 T T T T T T T T T

[
&)
T

o
S
T

o
w
T

L

relative Haufigkeit eines Gewinns
o
N
:
L4 °
1

0lesm . . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Anzahl n von Runden

Abbildung I1.1: Miinzwurf, relative Haufigkeit eines Gewinns, n < 100

0.7 T T T T T T T T T

0.6 1

o I e
w » o

relative Haufigkeit eines Gewinns
o
N
.
1

0.1F 1

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Anzahl n von Runden

Abbildung I1.2: Miinzwurf, relative Haufigkeit eines Gewinns, n < 1000

21



22

relative Haufigkeit eines Gewinns

0.7

[
o

o
IS
y

o
)
T

o
[N
T

0.1f

0
0

KAPITEL II.

STOCHASTISCHE SIMULATION

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Anzahl n von Runden

Abbildung I1.3: Miinzwurf, relative Haufigkeit eines Gewinns, n < 10000

akkumulierter Gewinn

Abbildung 11.4: Ruinproblem, akkumulierter Gewinn, ¢ < 100

-10}

-12
0

10

20

30

40

50

60

70

Anzahl t von Runden

80



2. ZUFALLSZAHLEN

60

akkumulierter Gewinn

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
Anzahl t von Runden

Abbildung I1.5: Ruinproblem, a = 20, b = 60, vier Spielverléufe
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Abbildung I1.7: Relative Haufigkeit eines Ruins, a = b = 40, n < 10000

3 Die Inversionsmethode

Frage: Simulation ,komplizierter Verteilungen. Eine ,universelle® Md&glichkeit bietet
die Inversionsmethode.

Satz 1. Fiir jede Verteilungsfunktion F'x gilt

(i) Fx ist monoton wachsend,

(ii) Fx ist rechtsseitig stetig,
(iii) limg— oo Fix(2) =1 und lim,_,_ Fx(z) = 0.
Ferner gilt fiir alle z € R

P{X =a}) = Fx(z) — lim Fx(y)

y—x—

und
P{X =z})=0 <& Fx stetigin z.

Beweis. UBUNG 3:H12. U
Definition 2. Fiir « € |0, 1| heift
¢o :=inf{v € R: Fx(v) > a}

das a-Quantil der Verteilungsfunktion Fx. Speziell: q; /o Median.
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Lemma 3. Fiir « € ]0, 1] und jede Verteilungsfunktion Fx gilt
{veR: Fx(v) > a}=[qa, 0.

Beweis. Sei I .= {v € R: Fx(v) > a}. Eigenschaft (iii) aus Satz [ sichert () # I C R,
und mit Eigenschaft (i) folgt, daf I von der Form [g, 00| oder |g, oo[ mit ¢ € R ist.
Eigenschaft (ii) zeigt I = [¢, 00[. Es folgt ¢ = ¢, O]

Gegeben sei eine Funktion F' : R — [0, 1] mit Eigenschaften (i)-(iii) aus Satz [ sowie
eine Zufallsvariable U ~ U([0, 1]).
Definiere Tr : R — R durch
inf{v e R: F(v) >u}, fallsue€]0,1],
TFW:{ { (v) = u} Jo. 1]
0, sonst.

Satz 4. X := Tr o U ist eine Zufallsvariable mit Fy = F.

Beweis. Fiir z € R und u € ]0, 1] gilt
Tr(u) <z & inf{veR: Fv) >u} <z & Fx) > u.
Also
X <ap ={U €01} n{F(z) = U}ULU £]0,1[} N {0 < o},
so daf insbesondere {X < z} € 2. Weiter -
PHX <a}) = P({F(2) 2 U}) = F(x).
U

Bemerkung 5. Achtung: die Existenz von Zufallsvariablen U ~ U(]0, 1]) auf geeigne-
ten Wahrscheinlichkeitsraumen bleibt an dieser Stelle offen und wird erst in Abschnitt
[V positiv geklirt.

Korollar 6. F': R — [0, 1] ist genau dann die Verteilungsfunktion einer Zufallsvaria-
ble, wenn F' die Eigenschaften (i)-(iii) erfiillt.
Beweis. Wende die Sitze [, @ und VIR an. O

Also: Modellierung eines beliebigen Zufallsexperimentes mit reellwertigen Ergebnissen
durch Vorgabe der Verteilungsfunktion F'.

Inversionsmethode. Simulation einer Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion
I .= Fx mittels Transformation

TF(Ul), TF(UQ), e
gleichverteilter Zufallszahlen uy, us, ... in [0, 1].

Beispiel 7. Das Vorgehen in Beispiel entspricht der Inversionsmethode in einer
elementaren Situation.
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Diskrete Modelle

In diesem Kapitel untersuchen wir stochastische Modelle fiir Zufallsexperimente, bei
denen die Menge der moglichen Ausgédnge abzdhlbar ist.

1 Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Definition 1. (2,2, P) heit diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, falls © abzdhlbar
ist und A = P(N) gilt.

Im folgenden seien 2 und 2 wie oben.

Frage: Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsmafien auf A7

Definition 2. f: Q — R, heifst Wahrscheinlichkeitsfunktion (auf ), falls

> flw)=1.

weN
Interpretation: Punktmassen f(w). Graphische Darstellung: Stabdiagramm.

Satz 3.

(i) Jede Wahrscheinlichkeitsfunktion f : 2 — R, definiert durch

P(A) == Zf(w)a AcCQ, (1)

w€EA

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf 2, und es gilt
flw)=P({w}), wel (2)

(ii) Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf P auf 2 definiert () eine Wahrscheinlich-
keitsfunktion f auf Q, und es gilt () .

27
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Beweis. Ad (i): Offenbar gilt P(A) € [0, 1] und P(§2) = 1. Ferner gilt fiir A := (J;2, A;
mit p.d. Mengen A; C ()

P(A) =3 flw)=>_ > flw)= P(4),

gef. aufgrund der absoluten Konvergenz der Reihen.
Ad (ii): klar. O

Modellierung durch Wahl von f. Siehe bereits Beispiel I3 und M@ Dazu
e kombinatorische Methoden, oft ausgehend von Gleichverteilungsannahmen,

e statistische Schétzung, siehe bereits Beispiel M3

Beispiel 4. Die Gleichverteilung auf einer endlichen Menge 2 entspricht der Wahr-
scheinlichkeitsfunktion

2 Elementare Kombinatorik

Wir untersuchen die Abzéhlung von endlichen Mengen zur Berechnung von Wahr-
scheinlichkeiten (unter Gleichverteilungsannahmen).

Erinnerung
(i) nl:=1-...-nfirneNund 0! :=1.

(ii) Binomialkoeffizienten: fiir n € Ny und &k € {0,...,n} ist

(1) = mmn

und es gilt Rekursionsformel fiir £ # 0

(kﬁ1>+(Z) - (n;)

(iii) Binomischer Lehrsatz: fir a,b € R und n € Ny gilt

n

(atb)=3" (Z) ab R

k=0

Im folgenden seien N, Ny, ..., Ny endliche nicht-leere Mengen und n := |N|.
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Satz 1.
[Ny X ... X Ng| = |Ny| - ... | Ngl
Beweis. Induktion iiber k. Hier: Induktionsschluf. Fiir z € N, sei
Ay = {(wi,wa, ..., wgy1) € Ny X -+ X Npyq 1 0 = Wia1}-
Dann A, N A, = 0 fiir x # y sowie

Ny X ... X% ]Vk+1 = L.J fix.

TENK 41

Ferner, unter Verwendung der Induktionsannahme,

|Az| = [Ny X ... Ng| = | Nq| - ...+ | INg|.
Fazit
[Nt XX N = ) [N x X N = [N | - N1 |- [N
2E€N11
O
Bemerkung 2. Obiger Satz mit N = Ny = ... = N}, zeigt: Die Anzahl der Stichpro-

ben vom Umfang k£ aus N unter Beriicksichtigung der Reihenfolge mit Zuriicklegen
betriigt n*. Dies ist ebenfalls die Anzahl der Abbildungen {1,...,k} — N.

Satz 3.

{(wi,...,wr) € N¥:w, ..., w paarw. verschieden}|

:(nﬁ’k)!:n-(n—1)---(n—k+1).

Speziell fiir £ = n: Die Anzahl der Permutationen von N betrégt n!

Beweis. Induktion iber k. Hier: InduktionsschluS. Seien 2 < k+1 <nund z € N.
Setze

Q:={(wi,...,wrs1) € N Wy .. wpy1 paarw. verschieden}
und
Ay ={weQ:wp1 =z}
Dann
|Ae| = (w1, ..., wr) € (N\{2})* : wi, ... ,w paarw. verschieden}|
=n—-1)----- m—1—-k+1)=Mnm—-1)----- (n—k).
Also
=n—-1)-...-(n—k) -n= !
@l=m-1)-... TG
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Bemerkung 4. Obiger Satz bestimmt die Anzahl der Stichproben vom Umfang k
aus N unter Beriicksichtigung der Reihenfolge ohne Zuriicklegen. Dies ist ebenfalls
die Anzahl der Injektionen {1,... k} — N.

Beispiel 5. Betrachte 2 := N* mit der Gleichverteilung P. Gesucht sei die Wahr-
scheinlichkeit, dafs in der Stichprobe w € ) mindestens 2 Komponenten iibereinstim-
men. Also

A={(w1,...,wr) €EQ:Ti#J:w =wj}
Es gilt P(A) =1— P(A) und

A n! ne...-(n—(k—1))

_|Q|_(711—k)!'nk_k 1nn
—1-(1-2) - (1)

Fiir n = 365 (Geburtstagszwillinge) ergibt sich ndherungsweise

P(A%)

k \ 4 16 22 23 40 64
P(A) [ 0,016 0,284 0,476 0,507 0,891 0,997

Implizit wird hier angenommen: die Geburtstage sind unabhingig und jeweils gleich-
verteilt auf N = {1,...,365}, siche Beispiel Bl und Bemerkung B[

Satz 6. Fir k € {0,...,n} gilt

ekl =1 = (7).

Beweis. Induktion iiber n = |N|. Hier: Induktionsschluff. Sei |N'| = n + 1 € N. Die
Behauptung gilt offenbar fir ¥ = 0 und k& = n + 1, also sei fortan k € {1,...,n}.
Fixiere © € N’', setze N := N’ \ {z}. Dann folgt

{K'CN':|K'| = k)]
—{K' CN:|K|=kAhze K} +|{K CN:|K'|=knrz¢ K'}|
— [{K CN:|K|=k -1} +|{K C N:|K| = k}|

:(kﬁ1)+(2) - (nzl)
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Bemerkung 7. Obiger Satz bestimmt die Anzahl der Stichproben vom Umfang k
aus N ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge ohne Zuriicklegen.

Vergleich der Sétze Bl und B es gilt

Interpretation: Teilmenge auswéahlen und anordnen.
Beispiel 8. Lotto: Gleichverteilung auf
Q:={K C{1,...,49}: |[K| = 6}.

Also gilt fiir jedes w € €2
4
PHw}) = 1/( 69) =7,15...-107%

Die Anzahl der Stichproben vom Umfang k aus N ohne Beriicksichtigung der Reihen-
folge mit Zuriicklegen wird in UBUNG 5:H18 bestimmt.

3 Produktraume

Gegeben: diskrete Wahrscheinlichkeitsrdaume (1,21, Py), ..., (Q,, 2, P,) Gesucht:
Modell fiir die ,unabhéngige Hintereinanderausfithrung* der Einzelexperimente (Pro-
duktexperiment).

Beispiel 1. n-maliges Wiirfeln, n Geburten, usw. Fragwiirdig bei Callcenter an n
Tagen.

Definiere
Q=0 X xQ,,

A= P(),
fw):= filwr) ... falwn), weQ,

wobei f; die zu P; gehorige Wahrscheinlichkeitsfunktion auf €2; bezeichnet.

Lemma 2. f ist eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf €2.

Beweis. Klar: f > 0. Ferner, ggf. aufgrund der absoluten Konvergenz,

D)= D" D) Alwn) - falwn)

weN w1 €N wn€Qn
= Y Alw) o D falwa) =1
w1€ Wn €
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Definition 3. Sei P das durch f definierte Wahrscheinlichkeitsmaf auf 2. Dann heifst
(Q,2(, P) das Produkt der Wahrscheinlichkeitsriume (€2;,%4;, P;) und P das Produkt
der Wahrscheinlichkeitsmafle P;.

Beispiel 4. Fiir endliche Mengen (2; und Gleichverteilungen P; ist das Produktmafs
P die Gleichverteilung auf €2, siche Satz Blll So etwa fiir n-maliges Wiirfeln

Q={1,...,6}"
und

P({w}) =1/6"

fiir w € Q.

Beispiel 5. Geschlecht von n Neugeborenen,

Also
flw) =p) - (1= p)n e
mit
k(w):=[{ie{l,...,n}: w;=W}|.
Im folgenden sei (2,2, P) das Produkt der Wahrscheinlichkeitsrdume (€;,2;, P;). Zu-
riick zu den Einzelexperimenten gelangt man durch die Projektionen
Xi Q- Qi)
d.h.
Siehe etwa Beispiel MBIHL
Satz 6. Fir Al Q Ql, .. -;An Q Qn gllt

n

P(ﬂ{Xi c A,}) = HP({XZ- e A} =[] P4

i=1 =1

Beweis. Es gilt (vgl. Beweis Lemma [)

P(Q{Xi c Ai}) =P(Aix..xA)= > fw)

wWEAIX...XAp

= > > Alw) o falwn) = Pu(Ar) - Pa(Ay).

w1€A1 wn€An
Die Wahl von A; = Q; fiir j # ¢ zeigt
P{X; € Ai}) = Fi(A).
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Bemerkung 7. Ziel erreicht. Genauer:
(i) Das Produktraum-Modell beinhaltet die Modelle der Einzelexperimente, da
P({Xi € Ai}) = Bi(Ai)
firi e {1,...,n} und A; C Q.

(ii) Falls ©4,...,9, € R (oder bei Verwendung eines allgemeineren Begriffs von
Zufallsvariablen und deren Unabhéngigkeit), so sind Xj, ..., X,, unabhéngige
Zufallsvariablen. Zum Beweis wihle man A; = |—o0, z;] N €; bzw. €; in Satz

Der Spezialfall P, = --- = P, liefert eine iid-Folge X3, ..., X,,.

Siehe Georgii (2007, Kap. 3.2) und Krengel (2000, Kap. 2.6) zur Modellierung mehr-
stufiger Experimente mit Abhéngigkeiten.

4 Diskrete Zufallsvariablen

Im folgenden seien X, X7,... Zufallsvariablen auf (Q,2(, P).

Definition 1. X heifit diskrete Zufallsvariable, falls P({X € D}) = 1 fiir eine ab-
zahlbare Menge D C R gilt.

Bemerkung 2. (Q,2(, P) diskret = X () abzdhlbar = X diskret.

Beispiel 3. Pfeiltreffer auf Dartscheibe, X Nummer des getroffenen Sektors, siehe
Beispiel MBI

Lemma 4. Diskrete Zufallsvariablen X, X’ sind genau dann identisch verteilt, wenn
VeeR: P{X =z}) = P{X' =z}).

Beweis. ,="“: Wende Satz [IBI0 an.

»<=" Betrachte eine abzéhlbare Menge D C R mit P({X € D})=P'({X' € D}) =1
im Beweis in Beispiel MBI O

Bemerkung 5. Ist X diskret, so definiert f(z) := P({X = z}) auf jeder abzidhlbaren
Menge D C R mit P({X € D}) =1 eine Wahrscheinlichkeitsfunktion.

Definition 6. X heifit Bernoulli-verteilt mit Parameter p € [0, 1], falls
P{X=1})=p und PH{X=0})=1—p.

Bez.: X ~ B(1,p).
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Beispiel 7. Betrachte n gleichartige Produkte, die voneinander unabhéngig
e mit Wahrscheinlichkeit p funktionstiichtig

e mit Wahrscheinlichkeit 1 — p defekt.

Hierbei sei p € [0, 1], z.B. empirisch bestimmt als relative Haufigkeit.

Gesucht: Wahrscheinlichkeit, daft genau k Produkte funktionstiichtig sind. Daraus
durch Summation: Wahrscheinlichkeit, dafs mindestens k Produkte funktionstiichtig
sind.

Konkretes Modell: Produktexperiment mit €; := {0, 1} und

D, falls w; = 1
filws) ==
1—p, fallsw; =0.

Also € :={0,1}" Menge der Produktionsergebnisse und fiir w € Q

fw) = filwr) ... fulwn).
Berechne bzgl. des Produktmafses P

P{weQ: iwi = k}).

Abstraktes Modell: X, ..., X, iid mit X; ~ B(1,p) (es gilt X;(w) = w; im konkreten
Modell). Die Anzahl funktionstiichtiger Produkte ist gegeben durch

Berechne
P{X =k}).

Modellierung analog bei n-fachem Miinzwurf oder n Geburten, X Anzahl der gewor-
fenen K bzw. Anzahl der weiblichen Neugeborenen.

Satz 8. Seien Xi,..., X, iid mit X; ~ B(1,p). Ferner sei

X =) X,
i=1
Dann gilt fiir k € {0,...,n}

Px=ih = (7)o a-pr 0
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Beweis. Es gilt

P{(Xy,...,X,) e{0,1}"}) =P <ﬂ{Xi e {0, 1}}) = HP({Xi € {0,1}}) = 1.

Setze

A ={x e {0,1}": ixz = k}.

n
u-()
Damit folgt fiir & € {0,...,n}

PUX =k}) = P({X =in U {...X) = x})

Gemafs Satz BI6 gilt

ze{0,1}"
= Y PUX=kn{(Xy....X,) =2}
ze{0,1}7
= [[ruxi==})
= Al -p* - (1 —p)"F = (Z) pF (1= p) R

O

Definition 9. X heifst binomialverteilt mit Parametern n € N und p € [0, 1], falls ()
fir alle k € {0, ..., n} gilt. Bez.: X ~ B(n,p).

Zu X ~ B(n,p) mit n = 50 und p = 0.5, 0.25, 0.05 stellen wir in den Abbildungen
[MTIHIITE die Wahrscheinlichkeitsfunktionen auf {0, ...,n} graphisch dar.

Beispiel 10. Betrachte n Produkte, unter denen sich ny defekte Produkte befinden.
Gesucht: Wahrscheinlichkeit, daf bei Auswahl von k Produkten genau ¢ Produkte
defekt sind.

Modell: Gleichverteilung P auf
Q:={KCN:|K|=k}.
Berechne P(A,) fir
A ={K €Q:|KnNNy| =1},
wobei Ny C N fest gewdhlt mit | No| = ng sei, d.h. bestimme |Q| und |A,|.

Es gilt |Q = (}) und fiir

¢ € {max(0,k — (n —ng)), ..., min(ng, k)}
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X 0B(50,0.5): Wahrscheinlichkeitsfunktion
0.3 T T T T T

DISKRETE MODELLE

0.25F

0.2

0.1

0.05

Abbildung I11.1: Wahrscheinlichkeitsfunktion zu X ~ B(50,0.5)

X 0B(50,0.25): Wahrscheinlichkeitsfunktion
0.3 T T T T T

0.2+

P((X=k))

0.1

45 50

Abbildung II1.2: Wahrscheinlichkeitsfunktion zu X ~ B(50,0.25)
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X 0B(50,0.05): Wahrscheinlichkeitsfunktion
0.3 T T T T T

0.25- 9

0219 B

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Abbildung II1.3: Wahrscheinlichkeitsfunktion zu X ~ B(50,0.05)

ergibt sich

| Al = { (Ko, K1) « Ko © No, [Ko| = £, K1 © N\ No, |[K4| =k — £}
-(1)-(7)
-3 ()

Hiermit ergibt sich auch die Wahrscheinlichkeit, beim Skat genau 3 Asse zu erhalten,

(;1) ‘ (278)/(?(2]) = 66/899 = 0.0734.. ..

Ausblick auf statistische Fragestellungen: Bekannt sei

Also

e die Gesamtanzahl n der Produkte,
e die Stichprobengrofe k,
e die Anzahl ¢ defekter Produkte in Stichprobe.

Unbekannt sei

o die Gesamtanzahl ng defekter Produkte.
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Aufgaben:
(i) Schétze ny.
(ii) Entscheide, ob ng/n < 0.02.

Definition 11. X heilst hypergeometrisch verteilt mit Parametern n € N, ny €
{0,...,n}, ke {1,...,n} falls

P{X =1}) = (T;O) . (nk__r?)/(z)

¢ € {max(0,k — (n — ng)), ..., min(ng, k) }.
Bez.: X ~ H(n,ng, k).

fir

Zu X ~ H(100, 10, 20) stellen wir in Abbildung [IT.4] die Wahrscheinlichkeitsfunktion
auf {0,...,10} graphisch dar. Wir vergleichen die Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu
X ~ H(n, ng,50) mit n = 100, 500, 2000 und ng = n/4 mit der Wahrscheinlichkeits-
funktion zu Y ~ B(50, 0.25), sieche Abbildungen [ILEHITTA Vermutung: Konvergenz.
Bestitigung: UBUNG 6:GS8.

Satz 12 (Poissonscher Grenzwertsatz). Sei X,, ~ B(n,p,) mit p, € |0, 1[, und gelte
lim, oo n-p, = A fiir A > 0. Dann

¢
VEk € No: lim P({X, =k}) =exp(—=A)- 0

Beweis. Fir n > k gilt

O .
1 — =kn)n n—1

n & nfk_)\k n-pa\kE (
(k;)'p"'(l_pn) _F< )\p) ' (1 —pp)* 'ill n

—1 —exp(—2)

—1

Definition 13. X heilst Poisson-verteilt mit Parameter \ > 0, falls

)\k:
Vk € No: P{X =k}) =exp(—\) - 0

Bez.: X ~ P(\).

Bemerkung 14. Satz [[Z rechtfertigt die Approximation von B(n,p,) durch P(\),
falls n ,grok” und p, ,klein“. Siehe Satz NIIH zur Bedeutung von n - p,,.
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X [0H(100,10,20): Wahrscheinlichkeitsfunktion
0.35 T T T T T

0.3F b

0.25- h

0.2 q

P({X=k})

0.15 q

Oly ]

0.05 4

~e
[e] 3
©oe

10

Abbildung I11.4: Wahrscheinlichkeitsfunktion zu X ~ H(100, 10, 20)

X 0H(100,25,50), Y 0B(50,0.25): Wahrscheinlichkeitsfunktionen

0.2 T T T T T T T
(X}
0.15 B
[ ] o
..
= °
g .
=
& oaf R
= s °
Il [ )
X
o
[}
[ ]
0.05 ° ° B
i [ ]
[} [ ]
[ ] [ ]
° [}
o o
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-----------------------------------
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Abbildung II1.5: Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu X ~ H(100, 25, 50) (rot)
und Y ~ B(50,0.25) (schwarz)
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X OH(500,125,50), Y 0B(50,0.25): Wahrscheinlichkeitsfunktionen

0.2 T T T T T T T
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Abbildung II1.6: Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu X ~ H(500, 125, 50) (rot)
und Y ~ B(50,0.25) (schwarz)

X OH(2000,500,50), Y [0B(50,0.25): Wahrscheinlichkeitsfunktionen

0.2 T T T T T T T
0.15 B
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o
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i °
X
o
[ ]
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0.05 B
. °
[ ] [ ]
° [ ]
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soed! ‘ ] -~ 0000000000000000000000000000
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Abbildung II1.7: Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu X ~ H(2000, 500, 50) (rot)
und Y ~ B(50,0.25) (schwarz)
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Zur Approximationsgiite gilt folgende Aussage. Fir X,, ~ B(n,p), X ~ P(n-p) und
jede Menge A C N gilt

|P{X, € A}) —PUX €A} <2-n-p,

siehe Georgii (2007, Kap. 5.4).

Anwendung: Modellierung der Anzahl von
e Druckfehlern in Manuskript,
e Anrufen in Call-Center pro Tag,

e radioaktiven Zerfallen pro Zeiteinheit.

Wir vergleichen die Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu X ~ P(5) mit mit den Wahi-
scheinlichkeitsfunktion zu Y ~ B(n,5/n) fir n = 25, 100, 500, siche Abbildungen

Beispiel 15. Wir betrachten n unabhangige Wiirfe auf die Dartscheibe. Gesucht:
Wahrscheinlichkeit, daft im k-ten Wurf erstmals das obere rechte Viertel getroffen
wird.

Abstraktes Modell: X7, ..., X, iid mit X; ~ B(1,p), wobei p := 1/4.

Der Zeitpunkt des ersten Treffers im oberen rechten Viertel ist gegeben durch
To(w) :=inf{i € {1,...,n} : X;(w) = 1}.

Fir k € {1,...,n} gilt

{mn =k} = m{Xi =0} N{Xy =1},

also, unabhéngig von n,

k-1
P({mn = k}) = HP({Xz‘ =0})-P{X,=1})=(1~-p) " p.

Ferner gilt P({7, = c0}) = (1 — p)" und lim, (1 —p)" = 0.
Definition 16. X heifst geometrisch verteilt mit Parameter p €]0, 1], falls
VEeN: P{X =k})=p-(1—p)~t

Bez.: X ~ G(p).
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X: Poisson-verteilt mit A=5 (rot), Y: Binomial—-verteilt mit n=25 und p=A\/n (schwarz)
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Abbildung I11.8: Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu X ~ P(5) (rot)
und Y ~ B(n,5/n) mit n = 25 (schwarz)

X: Poisson-verteilt mit A=5 (rot), Y: Binomial-verteilt mit n=100 und p=\/n (schwarz)
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Abbildung I11.9: Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu X ~ P(5) (rot)
und Y ~ B(n,5/n) mit n = 100 (schwarz)
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X: Poisson-verteilt mit A=5 (rot), Y: Binomial-verteilt mit n=500 und p=\/n (schwarz)

0.2 T T T T
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Abbildung I11.10: Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu X ~ P(5) (rot)
und Y ~ B(n,5/n) mit n = 500 (schwarz)

Bemerkung 17. Sei p € |0, 1]. Fiir iid Zufallsvariablen X7, X5, ... mit X; ~ B(1,p)
sel

Too(w) :=inf{i € N: X;(w) = 1}.
Die Rechnung aus Beispiel [[3 zeigt fiir £ € N

P({7w =k}) =p-(1—p)"7",
so daf 7., ~ G(p). Beachte, daf P({7oc = o0}) =0,da > ;- P{1ec = k}) = 1.
Vgl. Beispiel [IIE
Bemerkung 18. Frage: Gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2,2(, P) und dar-
auf eine unendliche Folge X, Xy, ... von iid Zufallsvariablen mit X; ~ B(1,p)? Die

Antwort ist positiv, siche Bemerkung [VIRIf] aber der zugrundeliegende Wahrschein-
lichkeitsraum kann im nicht-trivialen Fall 0 < p < 1 nicht diskret sein.

Letzteres ergibt sich wie folgt. Setze
S = {O[ = (ai)ieN T € {O, 1}}

sowie
X(w)=(Xq(w),...), w € Q.
Aus
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folgt
PH{X =a})=0.

Die Mengen {X = a} mit « € S sind p.d. Ist Q abzdhlbar, so gilt
Q= U {X=a}
a€Sy
mit einer abzdhlbaren Menge Sy C S. Damit ergibt sich der Widerspruch

1=PQ)=> P{X=a})=0.

a€Sy

5 Die symmetrische Bernoulli-Irrfahrt

Definition 1. X heilst symmetrisch Bernoulli-verteilt, falls
P{X=1}H)=P{X =-1})=1/2.
Bez.: X ~ SB.

Im folgenden seien Yi, ..., Y7y iid mit ¥; ~ SB. Der Einfachheit halber gelte Y;(£2) =
{=1,1} fir alle j € {1,...,T}. Wir setzen Sy := 0 und

t
St ::ZY}:St_l—}—Y;

J=1

firt e {1,...,T}.

.....

zeitabhéngiger zufélliger Phénomene. Anwendungen z. Bsp.

e Physik, S; eine Koordinate der Position eines Teilchen nach ¢ Kollisionen,

e faires Spiel zweier Spieler I und II, S; Stand aus Sicht von I nach ¢ Runden,

siehe Beispiel M3

Ausblick: Trrfahrten auf Gruppen. Finanzmathematik: |0, oo[ mit Multiplikation, Kar-
tenmischen: symmetrische Gruppe mit Komposition.

In den Abbildungen zeigen wir je eine Simulation der Irrfahrt fiir 7' =
50, 100, 1000. Siehe Beispiel MBI zur Simulation der Zufallsvariablen Y.

Nun: Gedéchtnislosigkeit der Irrfahrt (Markov-Eigenschaft), siche auch Georgii (2007,
Kap. 6) und Krengel (2000, Kap. 15).
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Abbildung II1.11: 7" = 50, end=2, max=7, fueh=36
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Abbildung I11.12: T"= 100, end=0, max=7, fueh=86

45
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T=1000
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Abbildung I11.13: T" = 1000, end=22, max=23, fueh=420
Lemma 3. Firt e {1,...,7 -1}, AC{-1,1} und B C {-1,1}T* gilt
PH{(11,....Y;) € A} n{(Yit1,....Yr) € B})

{M,....Y) € A}) - P{(Yeqr, .-, Y1) € B})
{M,....Y) € A}Y) - P{(Y1, ..., Yr) € B}).

P
P

Beweis. Siehe UBUNG 3:H9 fiir eine allgemeinere Aussage im Fall von Zufallsvariablen
mit Werten in Z. Siehe auch Irle (2001, p. 163, 169). U

Satz 4. Firt € {1,...,7T—1} und s € Z' mit P({(Sy,...,S;) = s}) > 0 gilt fiir alle
B g ZT—t

P({(Si11,...S7) € B} {(S1,...,5¢) =s}) = P({(Si31,...57) € B} | {S: = s¢})
= P({(S1,...57-t) € B—(5¢,...,5)}).

Beweis. Sei t wie oben und sei s € Z*. Betrachte den Spezialfall B = {z} mit

2= (241,...,27) EZ .
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Setze z; := s; und s¢ := 0. Dann gilt

P({(St+1, c. ST) = Z} N {(Sl, ey St) = S})

=P (ﬂ{Yj =s;—siatn () {Y;=2- Zjl}>

j=t+1

= P({(51,....5) =s})- P (ﬂ{Yj = Zj+t T Zj+t—1}>

= P({(Sl, .. .,St) = S}) \P({(Sl, . -ST—t) = (Zt+1 — Sty .., 2T — St)}l.

g

=:q

Im Fall ¢ > 1 erhalten wir hiermit
P({(Sts1,...57) = 2z} N{S; = s;})
= > P{(Ses1,...8r) = 2} N {(S1,.... ) = (w,5,)})

weZt71

= > P{(S1,....8) = (w,s)}) - q

weZt—1
=P{Si=s1}) ¢
Hieraus folgt die Behauptung fiir B = {z}.

Zum Beweis des allgemeinen Falles schreibe man B als Vereinigung einelementiger
Mengen. O

Beispiel 5. Fiir ¢ und s wie oben und k € Z gilt
P{Sr =k} [{(51,...,5) = s}) = P({Sr = k} [{S: = s1}) = P({Sr—v = k — 5:}).
Nun: eine zweite Sicht auf die Irrfahrt. Setze dazu sy := 0 und betrachte die Menge

D::{(so,...,sT)GZT+1:V1§t§T:|st—st_1|:1}

-----

Satz 6. Es gilt |D| = 27 und
P({(So,...,S7)=s}) =1/|D|

fir alle s € D.

Beweis. Der Ubergang von Partialsummen zu Inkrementen zeigt
D= [{-1,1}"| =2,
und

{(So.....Sr)=s} = {Yi=s— s}

Fiir s € D folgt P({(So,...,Sr) =s})=2"". O
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Fazit: eine Irrfahrt entspricht der Gleichverteilung auf der Menge D ihrer Pfade. Dies
ermoglicht den Einsatz kombinatorischer Methoden zum Studium der Irrfahrt.

Wir bestimmen die Verteilungsfunktionen folgender Zufallsvariablen:

(i) Spielstand nach der letzten Runde, X := Sp,
(ii) maximaler Spielstand, X := max;—

-----

(iii) Anzahl der Runden, nach denen Spieler I fiihrt,
X =Hte{l,...,T}:S, >0und S;_; > 0}|.
Beachte

{St Z O} N {St—l Z O} = {St > O} U ({St = O} N {St—l > O}) .
Definiere Abbildung f: D — Z

(i) f(s0,-..,87) = s7,
(ii) f(so,--->5T) = InaXi=,..., T St,
(iii) f(sgy...,s7)=|{te{l,...,T}:s >0und s;_1 > 0}
Somit
X = fo(So,...,57).

Gesucht ist
P{X =k})

fiir k € Z. Siehe auch Sirjaev (1988, Kap. 1.10).

Bemerkung 7. Die Simulation von n unabhédngigen Wiederholungen der Irrfahrt
geschieht folgendermafen. Betrachte eine iid-Folge Y/, ..., Y/ . mit Y] ~ SB. Definiere
firt=0,...,Tundi=1,...,n

t
Sz(,t = Z Yv(lifl)-TJrj‘
j=1

Also
}ql,...’Y/Il-v, 7}/v({rLfl)-T+l7 ,Y,riT
a/_/ . ~ J/
! !
Stos--sSim o ShgsesSur
N— —
fl fl

/ /
X!, X!
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Dann sind X7,..., X/ iid und X| und X sind identisch verteilt, siche Lemma
Erzeuge eine Realisierung v/, ...,y,.pr von Y/, ... Y . setze

t
/ e /
Sit = Y(i-1)T+5>
Jj=1

und approximiere die gesuchten Wahrscheinlichkeiten P({X = k}) durch die relativen

Héaufigkeiten
Zl{k} zO""> zT))

der Simulationen, bei denen f den Wert k£ liefert.

Im folgenden zeigen wir Simulationsergebnisse fiir
T = 50.
Beachte: Fiir die Menge D der Pfade gilt in diesem Fall
|ID|=2"=1.1...-10".

Dargestellt wird

k”_)_ Zl{k} 107"" zT))

Die Abbildungen [IT.T4 und zeigen Approximationen fir P({Sr = k}) auf der
Basis von n = 10® und n = 10> Wiederholungen.

Satz 8. Firte {l,....,T}und k € {—t,—t+2,...,t —2,t} gilt

PUS =)= () o) 2

Beweis. Mit U; := (Y; +1)/2 und R := 22:1 U, gilt

ZY Z U —1)=2-R—L

7j=1

Da Uy, ..., U; unabhingig und U; ~ B(1, p), folgt R ~ B(t, p). Somit

P({Si=k}) = PUR = (k+1)/2}).



20

KAPITEL 11I.  DISKRETE MODELLE

Simulation der Verteilung: Position der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=1000
0.14 T T T T T T T T T

0.12- N

0.1 B

o
o
©
T
14
°
®
I

rel. Haeufigkeiten
o
o
o
T
|

0.04 b

D
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

Abbildung II1.14: Approximation fiir P({S7 = k}), n = 10*> Wdh.

Simulation der Verteilung: Position der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=100000
0.14 T T T T T T T T T

0.12 b

0.1 b

o

o

®
T
®
®
I

rel. Haeufigkeiten

o
o
()
T

o
°
|

0.04 - B

0.02 b

Abbildung II1.15: Approximation fiir P({S7 = k}), n = 10° Wdh.
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Simulation der Verteilung: Position der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=100000

0.12 T T T T T T T T T
o 8
®
0.1 -
° [
0.08 - ° ° B
j =
2
‘T
S
S 006 s ° g
[}
<
I
T
004} e i R
[ ] [ ]
0.02 - —
] [ ]
L] (]
[ ] [ ]
OMMWMD
=50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
k

51

Abbildung I11.16: P({St = k}), exakte Werte und Approximation, n = 10° Wdh.

Simulation der Verteilung: Maximum der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=1000
0.12 T T T T T T T T T

0.1re® 4

0.08 Y b

0.06 - h

rel. Haeufigkeiten

0.04 b

0.02

Abbildung II1.17: Approximation fir P({max,—o__ 7 S; = k}), n = 10> Wdh.
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Simulation der Verteilung: Maximum der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=100000
0.12 T T T T T T T T T

0.1 B

0.08 - ® -

0.06 - °? i

rel. Haeufigkeiten

0.04 b

0.02 - N

.....

Abbildung zeigt fiir P({Sr = k}) einen Vergleich der exakten Werten (blau)
mit Simulationsergebnissen (schwarz) auf der Basis von n = 10° Wiederholungen.

.....

auf der Basis von n = 10® und n = 10> Wiederholungen.

Satz 9. Firte {1,...,T} und k € {0,...,t} gilt

.....

Beweis. Verwende die Bezeichnung aus Satz [l Fixiere k € {0, ...,t} und definiere
7(s) :==inf{j € {0,...,t} : s; = k}.

Betrachte die Spiegelung der Pfade s € D an (k,..., k), definiere also R : D — D

durch

S, falls 7 < 7(s),
2-k—s;, fallsj>r7(s).

(R(s)); = {

Fiir jedes ¢ € Z mit ¢ < k definiert R eine Bijektion zwischen

.....

und

{seD:s;=2-k—1(}.
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Dieses sogenannte Spiegelungsprinzip liefert zusammen mit Satz

.....

.....

- g:tp({jr%?;it S;=kyn{S =1})

= 3 (P, 52 00018 = ) - Pl 52 k1)1 5= )
:;@({stzz-k—e})—P({Stzz-k+2—f}))

. ;P({st - ;;P({St — o

= P({St — k’}) +P({St — k?+ 1})
U

Abbildung [IL.19 zeigt fiir P({max;—o,__ 7 S; = k}) einen Vergleich der exakten Werten
(blau) mit Simulationsergebnissen (schwarz) auf der Basis von n = 10° Wiederholun-
gen.

Bemerkung 10. Satz [l zeigt die {iberraschende Beziehung

.....

falls k =t mod 2. Die Satze B und [ liefern die explizite Formel

((k: +tt)/2> .27t falls k =t mod 2,

""" ((k . 1: t)/2) 27t fallsk#£¢ mod 2

fur k € {0,...,t}.

Im folgenden sei T" gerade.
Wir betrachten

Xp=|{te{l,....T}: 5 >0und S,_; > 0}|.
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Simulation der Verteilung: Maximum der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=100000

O.le

0.1
0.08 -

0.06 |-

rel. Haeufigkeiten

0.04

0.02 -

0.12

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

.....

Simulation der Verteilung: Anzahl der Runden, die Spieler 1 fuehrt. T=50, n=1000

0.02 -

rel. Haeufigkeiten
o
o
(3]
T
L
L ]
|

Abbildung IT1.20: Approximation fiir P({X7 = k}), n = 10®> Wdh.
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Simulation der Verteilung: Anzahl der Runden, die Spieler 1 fuehrt. T=50, n=100000
0.12 T T T T T T T T T

0.1 B

0.08 - i

0.06 - i

rel. Haeufigkeiten

0.02 - b

oleleleo'leo'lololeo'o'oeo'lo' 0 o' 0 000 0 0. 0 0 000 0
-------------------------

Abbildung II1.21: Approximation fiir P({X7 = k}), n = 10> Wdh.

Bemerkung 11. P({X7 = z}) = 0, falls x ungerade.

Die Abbildungen und [II21] zeigen Approximationen fiir P({Xr = k}) auf der
Basis von n = 10% und n = 10° Wiederholungen. Wie sehen ein véllig iiberraschendes
Monotonieverhalten.

Wir setzen
=inf{t e {1,...,T}: S, =0} =inf{t € {2,4,...,T}: S, = 0}.

Falls die Irrfahrt bis zur Zeit T nicht zum Startwert zuriickkehrt, liefert die Zufalls-

variable 7 den Wert oco. Andernfalls gibt 7y den ersten Zeitpunkt der Riickkehr an.
Vgl. Beispiel EITH

Lemma 12. Fiir k € {1,...,7/2} gilt

> P({rr = 20}) - P({Sak—20 = 0}) = P({ Sk = 0}).
(=1
Beweis. Es gilt
k
{Sox = 0} = [ J{Sar = 0} N {rr = 20}
/=1

und

j=20+1



26 KAPITEL 11I.  DISKRETE MODELLE

Mit Lemma B folgt

P({Sa, = 0}) =

P({rr=20})- P <{2§ Y, = o})

P({rr = 2t}) - P({Sak—20 = 0}).
/=1

~
= |l ES
—

Satz 13. Fiir k € {0,...,7/2} gilt
P({Xr=2k}) = P({Sor = 0}) - P({Sr_2r = 0}).

Beweis. Setze

t t—1
M(yoeits - Yam) = |{t € {20+ 1,...2m} : Z y; > 0 und Z y; > 0}
j=20+1 j=20+1

fir £,m € {0,...,7/2} mit £ < m. Per Induktion nach m € {1,...,T/2} zeigen wir,
daf
P({h(Y1 ..., Yom) = 2k}) = P({So = 0}) - P({S2m-—2x = 0})
fir alle k € {0,...,m} gilt.
Setze
Agm = {h(Y1, ..., Yon) = 2k}

fur k € Z. Klar: Ay, = 0, falls k < 0 oder k > m. Fiir k = 0 und k = m erhalten wir
aufgrund von Satz

P(Aom) = P(Amm) = P({t:max S, =0}) = P({Som = 0}) - P({So = 0}),

0,...,.2m

was insbesondere die Induktionsverankerung beinhaltet.

Gelte m > 1 und sei k € {1,...,m — 1}. Dann

m—1
Ak,m = U Ak,m N {TT = 26} .
/=1 s

::Bg

Setze A_ = {mp =20} N{S; = -1} und Ay := {7r =2} N {S; = 1}. Dann

By = Apm NA_U A N A,
= {h(Yarr1, - Yom) = 2k} N AZ U{h(Yarir,. .., Yom) = 2k — 20} N A,

Es gilt P(A_) = P(A,) =1/2- P({7r = 2¢}). Lemma B sichert

P(By) =1/2- P({mr = 20}) - (P(Agm—e) + P(Ar—tm—r))-



5. DIE SYMMETRISCHE BERNOULLI-IRRFAHRT

Simulation der Verteilung: Anzahl der Runden, die Spieler 1 fuehrt. T=50, n=100000.

0.12 T T T T T T T T T
L ]

0.1 B

0.08 - i

0.06 - i

rel. Haeufigkeiten

0.02 - N

o7

Abbildung I11.22: P({Xr = k}), exakte Werte und Approximation, n = 10° Wdh.

Somit
;] ml
P(Akm) = 5+ ) Prr =20}) - (P(Akm—o) + P(Ak—tim—r))
(=1
= 1 . mkP({TT = 26}) . Akm g l ip {TT = 26} (Ak,g m,g).
2 (=1 2 (=1 7

Wende die Induktionsannahme und Lemma [ an, um

—k

3

g

P({rr =20}) - P({ S, = 0}) - P({Sam—2r—20 = 0})

1

1

o~
l\')l»— Il

> P({rr =20}) - P({Sap—20 = 0}) - P({ S = 0})
P({Sa = 0}) - P({S2m—2r = 0})

zu erhalten.

O

Abbildung zeigt fir P({Xr = k}) einen Vergleich der exakten Werten (blau)

mit Simulationsergebnissen (schwarz) auf der Basis von n = 10> Wiederholungen.

Jetzt: asymptotische Betrachtungen.
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Bezeichnung. a, ~ b, (asymptotische Aquivalenz) fiir Folgen von Zahlen a,,, b, > 0,
falls
lim a,/b, = 1.

n—oo

Lemma 14 (Stirlingsche Formel). Es gilt
n!~V2rn-(n/e)".

Korollar 15. Es gilt

—_

Beweis. Satz B und Lemma [[4 zeigen fiir T' = 2n

P({Sp, = 0}) =272 (2n>

n

V271 2n - (2n)?" - exp(—2n)

~ 9—2n
e (V2rn - nm - exp(—n))’
=+/1/(mn).
U
Korollar 16. Es gilt . )
At v
Beweis. Satz [[3 und Korollar [[H zeigen fiir T' = 4n
P({ X4, = 4n}) _ P({Sim =0}) ~ \/m W
P{Xum=2n}) (P({Sy, =0}))*  1/(wn)
U

Beispiel 17. Fir T'= 1000 gilt /7 7/8 = 19.8166... und

P({X1000 - 1000})

=19.8315....
P({Xlo()() — 500})

Nun betrachten wir den relativen Anteil
1
ZT :T|{te {1,...,T}:St20und St_l ZO}|

der Runden, nach denen Spieler I fiihrt.

Wir vergleichen die Verteilungsfunktionen von Zp fiir 7' = 50, 100 und 150, siehe
Abbildung Vermutung: Konvergenz. Bestiatigung und Bestimmung des Grenz-
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0.9—- FA

0.8

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

[—— T=50 —— T=100 T=150]

Abbildung I11.23: Verteilungfunktionen von Zp fiir T' = 50, 100, 150

wertes folgt.

Dazu sei

1
f(y).:w — 0<y<l,

und

Fla) = / Cfwdy,  zelo]

Bemerkung 18. Es gilt
2
F(z) = = - arcsin (V)

7

und somit insbesondere fol fly)dy =1.

Satz 19 (Arcussinus-Gesetz). Fiir alle 0 < u < v < 1 gilt

lim P({u < Zy, <v}) = F(v) — F(u).

n—oo

Beweis. Fixiere 0 < u < v < 1 und setze
K, ={ke{0,...,n} :u<k/n<wv}

sowie

A = P({Sar, = 0}) - P({San—2r = 0}),

29
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fir k € K,,. Satz [[3 zeigt

P({u< Zon <v}) = P({u-2n < Xp, <v-2n}) = Y P({Xon =2k}) = ) apn.

keKn keKn

Verwende Korollar [[H und lim,, ., inf K, = lim,, .o inf{n — k : k € K,,} = 0o um

n-agn
f(k/n)
zu erhalten. Aufgrund der Stetigkeit von f auf [u,v] gilt

s S L )y
keKn w

—1':0 (1)

lim sup
N0 ke Ky

Es folgt
. f(k/n) : (f(k/n) n-app D
lim Ak — < lim - sup — —1/]) =0
und somit

tin P({u< Zy <o} = [ ) dy

O

Bemerkung 20. Gleichung () heifst lokales Arcussinus-Gesetz und besagt, daf die
reskalierten Wahrscheinlichkeiten ay,, lokal gleichméfig gegen f konvergieren.

Korollar 21. Fiir alle z € [0, 1] gilt
lim P({Zy, < x}) = F(z).

Beweis. Fir x = 0 folgt die Aussage aus Satz und Korollar Fir0 <z <1
wéhlen wir 0 < w < min(x,1/2). Da P({Zs, < u}) = P({Zs, > 1 — u}), folgt

P({Zon < u}) = 1/2- (1 — P({u < Zon < 1 — u})).

Satz [[d sichert
lim P({Zy, < u}) = F(u).
Wende Satz [[d an. O

Definition 22. Eine Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion

0, falls x < 0
Fx(z) = { 2 -arcsin (yz), falls z € [0,1]
1, falls . > 1

heilt arcussinus-verteilt.
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Bemerkung 23. Mit den Sitzen AT und [@ und mit UBUNG 6:G8 haben wir einige
Konvergenzsitze fiir Folgen diskreter Zufallsvariablen kennengelernt. Der zugrunde-
liegende Konvergenzbegriff wird in Abschnitt VI allgemein gefafst. In Satz [ zeigt
sich erstmals, dafk eine nicht-diskrete Verteilung als Grenzwert einer Folge diskreter
Verteilungen auftreten kann.

Wir bestimmen die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf die Irrfahrt bis zur Zeit 2k nicht
zum Startwert zurtickkehrt.

Satz 24. Fir k € {1,...,7/2} gilt

Beweis. Es gilt

{mr > 2k} = O{Sj # 0}
_ ({51 ~ 11 h{sj < 0}> U ({51 ~1}n h{Sj > 0}>

Es folgt
2%
P{rr>2k})=2-P ({51 =—1}n ﬂ{Sj < O}) :
j=2
Mit den Sétzen Hl und @ ergibt sich

P ((zﬁ{sj <0} {S = —1}> —P <2ﬁ1{sj < 0}>

Jj=2

.....

O

Wie wahrscheinlich ist es nie zum Startwert zuriickzukehren? Zur Untersuchung dieser
Frage betrachten wir eine iid-Folge (Y;)ien mit Y7 ~ SB und definieren die symmetri-

che Bernoulli-Irrfahrt mit unendlichem Zeithorizont durch Sy = 0 sowie Sy = S;_; +Y;
fiir ¢ € N. (Man beachte jedoch Bemerkung B8 )

Wir setzen

Too := inf{t € N: 5, = 0}.

Satz 25. Es gilt
P({7e = 0}) = 0.
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Beweis. Es gilt N
{70 = 00} = (V{720 = o0}
n=1
und {7, = 00} D {7epi2 = o0}, so dak
P({re = o0}) = Iim P({ = o0}) = lim P({8 = 0)
mit den Satzen [T und 24 folgt. Wende Korollar [[3 an. O

Ausblick: Rekurrenz und Transienz in Dimension d € N.



Kapitel 1V

Grundlagen allgemeiner Modelle

Bisher in erster Linie studiert: diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume und diskrete Zu-
fallsvariablen. Dieser Rahmen erlaubt beispielsweise nicht

e die Beschreibung des unendlich-oft wiederholten Miinzwurf, sieche Bemerkung

MATs,

e die Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsrdumen (2,2, P) und reellwertigen
Zufallsvariablen X mit

VeeR: P{X =z})=0.

Beispiel: Wartezeit, Koordinaten von Pfeiltreffer auf Dartscheibe, fehlerhafter
Mefswert, kontinuierliches ,Gliicksrad”, usw.

Dartiber hinaus ist die Menge der diskreten Verteilungen nicht abgeschlossen bzgl.
Verteilungskonvergenz, siche Bemerkung [TIHEP3 und Abschnitt VTIBE

1 Die Borelsche o-Algebra in R?

Beispiel 1. Kontinuierliches ,Gliicksrad”. Versuch einer stochastischen Modellierung
durch

(i) ©Q:= 10,1 (Kreislinie der Lénge 1),

(i) 2= P(Q),
(iii) ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf 2 mit folgenden Eigenschaften:

e P(la,b)) =b—afir0<a<b<1
e P(A) = P(B), falls B aus A durch ,Rotation” hervorgeht.

63
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Definiere fiir w,w’ € [0,1[ und A C [0, 1]

woW =wtw — |w+ o,

wPA={wda:ac A}
Frage: Existiert ein Wahrscheinlichkeitsmaf P auf §3([0, 1[) mit
VACI[0,1] YVw € [0,1]: P(w® A) = P(A)?
Antwort: Nein.
Beweis. Sei @ := Q N Q. Betrachte die Aquivalenzrelation
wr~w e IdgeQ W =wdqg
auf 0 und die zugehérigen Aquivalenzklassen
rl={weQ:w~r}
Wiéhle ein Représentantensystem R C €2 (Auswahlaxiom), d.h.
VweQahre R:we|rl.
Es gilt fir g1, g2 € Q mit ¢; # ¢
(@ R)N (2D R) = 0.

Schlieflich erfiillt P mit obigen Eigenschaften

1=PQ)=P(| Jg®R) => Plq&R)=> P(R).

qeQ q€Q q€Q

Widerspruch. O

Folglich gibt es keine ,Gleichverteilung* auf ([0, 1[). Ausweg: betrachte eine kleinere
o-Algebra.

Im folgenden sei Q2 # () und & C PB(Q) sowie

A= {A CP((Q) : Ao-Algebra, € C A},

o(€):=[A={ACQ:VAcA: Ac}.
AcA

Beachte, dak P(Q2) € A.
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Lemma 2. o(€) ist die kleinste o-Algebra, die € umfaft, d.h.
(i) o(€) ist o-Algebra,
(ii) € Co(€),

(iii) VA € A : o(€) C A

Beweis. Ad (i), exemplarisch der Nachweis einer der Eigenschaften: Gelte A, Ay, ... €
o(€). Dann
VA € A Al,AQ,... 691,

so dafs .
vaeA: (JAaeq,
i=1
da 2 € A o-Algebra. Dies zeigt | J;=, A; € o(€).
Ad (ii): Nach Definition gilt VA € A : & C 2, d.h.
VA cAVE € €: E e

Somit
VE € €&: Eeo(€).

Ad (iii): Klar nach Definition. O

Definition 3. o(€&) heift die von € erzeugte o-Algebra (in ).
Vgl. erzeugter Untervektorraum.

Beispiel 4. Fir Q = {1,2,3,4} und € = {{1,2,3},{2}} gilt

(&) ={0,{2},{4},{1,3},{2,4},{1,2,3},{1,3,4},Q}
={ACQ:{1,3} C Aoder {1,3} N A =0}

Definition 5. Fiir d € N und
O4:={0 CR%: O offen}

heifst
%d = 0(Dd)

die Borelsche o-Algebra in R%. Die Elemente B € B, heifen Borel-Mengen (in RY).
Bemerkung 6.
(i) A C R? abgeschlossen = A € B, da A° offen,

(ii) 2 C B,.
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Lemma 7.
Ay, .., A €B1 = A x - x Ay € By.

Beweis. Siehe Irle (2001, p. 151). Stichwort: Produkt-o-Algebra. O

Bemerkung 8. Es gilt B8; C PB(R?), siche Bemerkung Uns werden in dieser
Vorlesung jedoch (aufer der Menge R aus Beispiel [ keine Mengen aus P(R?)\B,
begegnen. Siehe dazu auch Krengel (2000, p. 130).

Satz 9.
(i) Gilt
Vay,...,xq € R: P(]—00,21] X -+ X |—00,24]) = Q(]—00,21] X -+ X |—00, x4])
fiir Wahrscheinlichkeitsmafse P und @) auf B, so folgt
P=qQ.

(ii) Sind P, ..., P; Wahrscheinlichkeitsmafse auf 9, so existiert ein Wahrschein-
lichkeitsmafs P auf B, mit

Vai, ... 2q € R: P(l—00,21] x -+ x |—00,24]) = [ [ Pi(]—o00, ]).

=1

Beweis. Ad (i): Siehe Irle (2001, p. 151) oder Georgii (2007, p. 16). Stichwort: durch-
schnittstabiler Erzeuger.

Ad (ii): Siehe Irle (2001, p. 168). Stichwort: Produkt-Maf. O
Bemerkung 10. Satz Bl (i) sichert, dafs das Wahrscheinlichkeitsmals P geméf Satz
[ (ii) eindeutig bestimmt ist. Ferner gilt
d
P(A; x -+ x Ag) = [[ P(4)

i=1

fiir dieses Wahrscheinlichkeitsmafs P und alle Ay, ..., Ay € B;.

2 Das d-dimensionale Lebesgue-Malfs

Satz 1. Es existiert genau eine o-additive Abbildung A\, : B4 — [0, 00| mit

Va; <b; : Aa[ar,bi] x -+ x [ag, ba]) = [ [ (b — @)

i=1
Diese erfiillt
Aa(a +Q(A)) = Aa(A)
fiir alle a € RY, A € B, und alle orthogonalen Abbildungen @ : R? — R
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Beweis. Siehe Meintrup, Schéaffler (2005, Anhang A.1). O

Definition 2. )\; geméaf Satz [0 heilst Lebesgue-Maf8 auf B, oder d-dimensionales
Lebesgue-Malfs.

Bemerkung 3. Fiir das Lebesgue-Maf gelten die Sétze IMIIA (i)—(iii) und DDA (i),
(ii) entsprechend.

Beispiel 4. Modellierung des kontinuierlichen ,Gliicksrad* durch
(i) 2:=10,1],

(i) A:={AeB,: ACQ},

Es gilt P(Q2) = 1, und 2 ist eine o-Algebra in 2, so daf (2,2, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum ist. Fiir A € 2 und w € €2 setzen wir

A =AN0,1 —w[e, Ay =AN[l-w,1[e
und erhalten

PwadA) =Pwd A)+Plwd Ay) = Plw+ A;) + Plw+ 4y — 1)
= P(4,) + P(4y) = P(A).

Bemerkung 5. Aus den Beispielen [l und E ergibt sich B; # B(R). Insbesondere

Bemerkung 6. Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum aus Beispiel Hl existiert eine Folge
Xi, Xa, ... von iid Zufallsvariablen mit X; ~ B(1, p), siehe auch Bemerkung [TIHAITY
Im Spezialfall p = 1/2 leistet

2n—1

() = 3 L)
mit
A; =[(2i —1)/2",2¢/2"]

das Verlangte, siche UBUNG 8:H35. Bemerkt sei, daf X,,(w) die n-te Stelle der Binér-
entwicklung von w ist.
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3 Verteilungen

Im folgenden betrachten wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) und Abbildun-
gen Xi,...,X;:Q — R. Setze

X :=(X1,..., Xy : Q=R

Lemma 1. Aquivalent sind

(i) Xi,..., Xy sind Zufallsvariablen,

(i) VAe B, {X e A} e
Beweis. (ii) = (1)“

{X; <o} ={Xi<a}n[{X; eR} ={X € 4}
j#i

fir A =R x |00, ¢] x R¥%. Da A abgeschlossen, folgt A € B, und wg. (ii) auch

{Xz S Ci} e .
»(1) = (ii)* Siehe Irle (2001, p. 151). Stichwort: Produkt-Mefkbarkeit. O

Vgl. Lemma [ mit Lemma [BF im Fall d = 1. Vgl. Begriffe der Mefbarkeit und
Stetigkeit von Abbildungen.

Definition 2. X heifst (d-dimensionaler) Zufallsvektor, falls eine der beiden Eigen-
schaften aus Lemma [0 erfiillt ist.

Ein Zufallsvektor mit d > 1 dient zur gemeinsamen Modellierung mehrerer Aspekte
eines Zufallsexperimentes. Siehe bereits Beispiel MBI

Fortan sei d € N und X = (X1,..., Xy) sei ein Zufallsvektor.

Satz 3.
Px(A):=P({X cA}), AcB,,

definiert ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf 5,.

Beweis. Klar: Py > 0 und Px(R%) = P({X € RY}) = P(Q) = 1.
Fir Al,AQ, ... € %d pd und A := Ufil Az gllt

P =p({xeUalb) - r(

G{X e Ai})

=l cqpad.

= ZP({X € A}) = ZPX(AZ')'
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Definition 4. Px heikt Verteilung von X. Im Falle d > 1 heift Px auch gemein-
same Verteilung der Zufallsvariablen Xi,..., Xy, und Py, ..., Px, heifen (eindim.)
Randverteilungen von X.

Wir kénnen somit von Binomial-Verteilungen, geometrischen Verteilungen etc. als
Wahrscheinlichkeitsmafsen sprechen.

Bemerkung 5. Jedes Wahrscheinlichkeitsmafs P auf B, ist Verteilung eines Zufalls-
vektors: betrachte X (w) := w auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (R<, By, P).

Satz 6. Fiir Zufallsvariablen X auf (2,2, P) und X’ auf (', 2, P’) sind dquivalent
i) X, X’ identisch verteilt,
ii) Px = P%..

Beweis. (i) = (i) klar. (i) = (ii)*: Satz D@ O

Definition 7. d-dimensionale Zufallsvektoren X auf (2,2, P) und X' auf (', ", P)
heifen identisch verteilt, falls Px = P%,.

Viele Fragestellungen der Stochastik betreffen nicht die konkrete Gestalt des zugrun-
deliegenden Wahrscheinlichkeitsraumes und der betrachteten Zufallsvariablen sondern
nur ihre gemeinsame Verteilung. Beispiel: Unabhéngigkeit, sieche Satz

Beispiel 8. Sei P die Gleichverteilung auf 2 := {0, 1}? (zweimaliger Miinzwurf) und
sei X;(w) := w;. Also sind X; und X, diskret, und es gilt P({X = z}) = 1/4 fiir
reD:=Q.

Bestimmung der gemeinsamen Verteilung von X; und Xs: Fiir A € B, gilt

Px(A)=P({X € A}n{X eD})= Y P{X=z})=|ANnD|/

x€AND
Bestimmung der Randverteilungen: Fiir B € ‘B, gilt
Px,(B)=P{X e BxR})=|(BxR)NnD|/4=|BnN{0,1}|/2.

Analog zeigt man Px,(B) = |BN{0,1}|/2.

Insbesondere gilt Py, = Px,, obwohl X; # X5.

Jetzt betrachten wir X{(w) := w; und X)(w) := w;. Wiederum sind X| und X}
diskret, und es gilt P({X’' =z}) = P{X; = x}) =1/2 fir z € D" := {(0,0), (1,1)}.

Bestimmung der gemeinsamen Verteilung: Fiir A € 9B, gilt

Py(A)=P{X' e A}n{X'eD})= Y P{X=z})=[AND|/2.

e AND’
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Also gllt PX 7é PX/.
Fiir die Randverteilungen gilt

Py, = Py, = Py, = Px,.

Dies zeigt, dals die gemeinsame Verteilung durch die eindimensionalen Randverteilun-
gen im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt ist. Siehe jedoch Bemerkung [l (ii).

Beispiel 9. Sei P die Gleichverteilung auf  := {1,...,6}* (zweimaliges Wiirfeln).
Setze
X1 (w) :== wy, Xo(w) := wq + wo.
Fir
D:={xe{l,....6} x{2,...,12} : 1 <9 — 21 <6}
gilt P({X € D}) =1 sowie P({X = x}) = 1/36 fiir alle z € D. Also

Pe(A)= 3 PUX =a}) = 3—16 JAND|.

x€AND
Satz 10. (Xi,..., X ) genau dann unabhéngig, wenn
d

VA, ..., Ag € By : P(ﬂ{XieAi}) HP{X e A}).

=1 =Px,(A;)

=Px (A1 XX Aq)

Kurz: die gemeinsame Verteilung ist das Produkt der Randverteilungen.

Beweis. < Klar. ;= Gemaf Satz I8l (ii) wird durch

Q(]—00, 1] X -+ X |—00,24]) HPX —00, Z;])

ein Wahrscheinlichkeitsmaf () auf ‘B, definiert. Satz M8 (i) und die Voraussetzung
sichern ) = Px. Wende Bemerkung [[II0 an.

Wir geben einen elementaren Beweis unter der zusatzlichen Annahme, daft X7, ..., Xy
diskret. Wahle abzéhlbare Menge D C R mit

P({X € D"}) = (ﬂ{x € D}) =1
Fiir A= A; x --- x Ay folgt mit Satz [BIIH

P(Ntxiear) =ruxean= 3 px=o)

xz€AND?
d d
oo N JIrdUXi =2 =[] PUX € A
r1€A1ND rq€AGND =1 i=1
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Bemerkung 11.

(i) Satz [MBITH enthélt eine Teilaussage von Satz [

(ii) Sind Xj,..., Xy unabhéngig, so ist die gemeinsame Verteilung Py eindeutig
durch die Randverteilungen Px,, ..., Px, bestimmt, siche Beweis von Satz
Vel. Modellierung in Kapitel [Tl

(iii) Diskrete Zufallsvariablen X7, ..., X, sind genau dann unabhéngig, wenn

Ve eRY: P{X =2}) = [[ PUXi = 2:}).

i=1

Beweis. ,,=* Siehe Satz [IBITH bzw. Satz [ ,,<* Siehe Beweis von Satz [0
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Kapitel V

Absolutstetige Modelle

Ist X eine diskrete Zufallsvariable auf (2,2, P), so gilt P({X € D}) = 1 fiir eine
abzdhlbare Menge D C R, und fiir alle A € B, folgt

PUXeAp)=P{XeAyn{XxXeD)= Y PH{X=uz}).

x€AND

In diesem Kapitel untersuchen wir Zufallsvariablen, bei denen die Summation der
Wahrscheinlichkeitsfunktion z +— P({X = z}) iiber AN D durch die Integration einer
geeigneten Funktion x +— fx(x) iiber A ersetzt wird. Also

PH{X € A}) = /Afx(x) dx.

1 Wahrscheinlichkeitsdichten

Bemerkung 1. Integralbegriffe fiir Funktionen f : R? — R:
(i) Lebesgue-Integral (Vorlesung Analysis IV), siehe auch Georgii (2007, p. 17).

(ii) Spezialfall: Uneigentliches Riemann-Integral (Walther, Analysis II, Springer-
Verlag, 1990, §7.20).

(iii) Spezialfall: Fiir abgeschlossene Intervalle B; C R und B := By X - -+ X By C R4
sei f|p stetig. Setze BK) := BN [—K, K|%. Falls sup ey [0 |f(2)] dr < 00, so
gilt

/ f(x)dr = lim f(z)dx.
B K—oo B(K)

K):[

Berechnung von fB(K) f(z)dr mit B ap,by] X -+ X [aq,bg] als iteriertes

Integral
bq

b1
f(x)da::/ flzy,. .. xq)dag. . . dzy.
B(K) al a

d

73



74 KAPITEL V.  ABSOLUTSTETIGE MODELLE

Definition 2. f : R? — R, heikt Wahrscheinlichkeitsdichte, kurz Dichte, falls f
(Lebesgue)-integrierbar mit

f(z)de =1.
R4
Satz 3. Jede Dichte f definiert durch
P(A) = / f(z)dx, A € By,
A
ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf B,.
Beweis. Klar: P >0 und P(R?Y) = 1.

Fir Al,AQ, ... € %d pd und A := Ujil Az gllt

PA) = [ @) f@yde = [ 310 fo)do

2 /R Lay(@) - () dw = 3 | P(Ay)

aufgrund des Satzes von der monotonen Konvergenz. O

Vgl. Satz Bl mit Satz [MMBl iiber Wahrscheinlichkeitsfunktionen.

Nun zur Eindeutigkeit von Dichten.

Lemma 4. Seien f,g: R? — R integrierbar. Dann sind dquivalent:

(i) VAeB,: / f(z)de = / g(x)dx,
A A
(i)  Ma({z eR?: f(z) # g(x)}) = 0.
Beweis. Folgt aus Meintrup, Schéiffler (2005, Satz 2.15). O

Ausblick: singuldre Verteilungen.

2 Absolutstetig verteilte Zufallsvariablen

Satz B und Bemerkung [VIBH erlauben die Modellierung von Verteilungen durch
Vorgabe ihrer Dichten. Ein erstes Beispiel haben wir mit Definition [TIHZ2 kennen-
gelernt.

Im folgenden sei d € N und X = (Xy,...,X,) bezeichne einen d-dimensionaler Zu-
fallsvektor auf (2,2, P).
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Definition 1. X heilst absolutstetig verteilt, falls Py eine Dichte besitzt. Diese wird
gef. mit fy bezeichnet.

Definition 2. Sei B € B, mit Lebesgue-Maf (Lénge, Flicheninhalt, Volumen)
Ai(B) € 0, 00[. Ein Zufallsvektor X mit Dichte

1

fX(x) = )\d(B)

heilt gleichverteilt auf B. Bez.: X ~ U(B).

Bemerkung 3. Fiir X ~ U(B) und A € 9B, gilt

Pe(A) = —— .[41B(x) di = %.

Beispiel 4. Dichte und Verteilungsfunktion von X ~ U(]a, b]) mit a < b sind gegeben
durch

L falls x € [a, ]
) = b—a’ )
fx(@) {O, sonst
und
0, falls z < a
Fx(r) = ¢ £2, falls x € [a, D]
1, sonst.

Beispiel 5. X ~ U(B) zur Modellierung von Pfeiltreffer auf Dartscheibe, Gliicksrad.

Wichtige Anwendung der Gleichverteilung: Zufallszahlen und stochastische Simulati-
on, siehe Kapitel [l

Definition 6. Eine Zufallsvariable X mit Dichte

A-exp(—Az), fallsz >0
fx(x) =
0, sonst,

fir A > 0 heilt ezponentialverteilt mit Parameter A. Bez.: X ~ Exp(\).

Bemerkung 7. Fir X ~ Exp(A) und z > 0 gilt

Fx(z)=X- /OJ»‘ exp(—Ay) dy = 1 — exp(—Az)

Klar: Fx(z) =0, falls z < 0.

Beispiel 8. Dichten und Verteilungsfunktionen exponentialverteilter Zufallsvariablen

sind in den Abbildungenen V1] und dargestellt.
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Abbildung V.1: Dichten exponentialverteilter Zufallsvariablen
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Abbildung V.2: Verteilungsfunktionen exponentialverteilter Zufallsvariablen
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Nun: Charakterisierung der Exponentialverteilung durch ihre Gedéachtnislosigkeit.

Satz 9. Fiir eine Zufallsvariable X mit
e P{X >0})=1und
e Vt>0: P{X >1t})>0
sind aquivalent
(i) IA>0: X ~ Exp()),
(i) Vs,t >0: PH{X >t+ s} |{X >t}) = P{X > s}).
Beweis. Siehe UBUNG 9:H36 und vgl. UBUNG 6:H24. O

Beispiel 10. X ~ Exp(\) zur Modellierung von Lebensdauern, Wartezeiten, ra-
dioaktivem Zerfall. Beim radioaktiven Zerfall bezeichne X den Zerfallszeitpunkt. Die
Halbwertszeit h > 0 ist definiert durch

PUX <Hp =1

Man erhélt
h =1n(2)/\.

Siehe auch Beispiel VTIBIR
Lemma 11. Fiir p € R und o > 0 gilt

/oo exp (-%) dz = V2ro2.

— 00

Beweis. OBdA p =0 und o = 1 (Substitutionsregel). Es gilt
00 2 2 2 2
(/ exp (_x_) dx) :/ exp (_x Ty ) d(z,y)
—00 2 R2 2
2w poo 7’2
:/ / exp (——) ~rdrde
o Jo 2
2 00
=2m- (— exp (_r_)) ’ = 2m.
2 0

Definition 12. Eine Zufallsvariable X mit Dichte

fx(@) = ﬂ%.exp (_%>

fir 4 € R und o > 0 heikt normalverteilt mit Parametern p und o2. Bez.: X ~
N(u, 0?). Standard-Normalverteilung als Spezialfall: =0 und o = 1.
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Abbildung V.3: Dichten normalverteilter Zufallsvariablen
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Abbildung V.4: Verteilungsfunktionen normalverteilter Zufallsvariablen
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Beispiel 13. Dichten und Verteilungsfunktionen normalverteilter Zufallsvariablen

sind in den Abbildungenen und 4] dargestellt.

Beispiel 14. X ~ N(u,0?) zur Modellierung von (Mef)Fehlern. Siehe Abschnitt
VTIB zur zentralen Rolle der Normalverteilung in der Stochastik.

Bemerkung 15. Es gibt keine explizite Formel fiir die Verteilungsfunktion Fx, falls
X ~ N(u,0?). Bez.: & = Fy, falls X ~ N(0, 1), also

B(z) = \/%/_Oo exp <_y;) dy.

Zur Berechnung von ® und entsprechender Quantile: Numerik, Tabellen, Plots.

Nun: der Zusammenhang zwischen Dichten und Verteilungsfunktionen.

Satz 16. Fiir eine Zufallsvariable X sind dquivalent

(i) Fy stetig differenzierbar,

(ii) X absolutstetig verteilt mit stetiger Dichte fx.
Gilt (i) oder (ii), so folgt F% = fx.

Beweis. “(i) = (ii)“ Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

Fx(z) = / " P (u) du.

Gem. Satz MDA stimmt Px mit dem Wahrscheinlichkeitsmafs mit der Dichte F%
iberein.

“(ii) = (i)“ Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. O

Ausblick: absolutstetige Funktionen.

Nun speziell: mehrdimensionale Dichten. Analytisches Hilfsmittel: der Satz von Fubini.

Lemma 17. Falls fx Dichte von Py ist, so besitzt Py, die Dichte

Ixi (i) = Ix(T1, 24, T2) d(T1, T2)
Rd-1

mit

I = (33'1, e 7«1'1'71)7 EQ = (xiJrl, N ,l'd).
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Beweis. Fiir A; € By sei A :=R" ! x A4; x R Dann
PX; € A1) = PUX € A}) = [ fx(a)da

- /- /// YR r——

—/ o fX(xlaxzaxQ) d(l'l,l'g) dxla
A; JR

::;(’xi)
und g ist eine Dichte. O
Beispiel 18. Pfeiltreffer auf Dartscheibe. Hier

1
=—-1
[x (@1, 72) 2 K (71, T2)

mit

K = {(71,72) € R* : 2% + 23 < 1%},
Also fir oy € [—r,7]
1 Ve P

2 ) o r

le $1 /fX !E1,$2 d$2

sowie fx,(z1) =0, falls |x;| > r. Klar

Jxi =[x

Definition 19. Das Tensorprodukt f1®...® f; : R? — R von Abbildungen f; : R — R
ist definiert durch

f1 ® e ® fd(ZL') = fl(xl) LU fd(xd)-
Vgl. Abschnitt [TIBL

Lemma 20. Falls fi, ..., f; Dichten auf R, so ist f; ® ... ® f; Dichte auf R%.

Beweis. Klar. Vgl. Lemma [TIB2 O
Satz 21.

(i) Falls Xy,..., X, unabhéngig mit Dichten fy,, so besitzt X die Dichte
Ix=Ix,®...® fx,

(ii) Falls X die Dichte
Ix=hH®...® fa

mit eindimensionalen Dichten f; besitzt, so sind Xi,..., X; unabhéngig mit

Dichten fx, = fi.
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Beweis. Ad (i): Geméf Satz B und Lemma PO definiert

Q(A) ::/AfX1®...®fXd(x)dx, A € By,

ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf 98,. Speziell fir A := A; x--- x Ay mit A; := |—o00, bj]

PUx e ap =J[PUxiean =] [ retwdn

i=1
d
= / / I fx. (@) dea. . dey = Q(A).
A Aa =1
Satz MMM (i) zeigt Px = Q.
Ad (ii): Fir Ay,..., A3 € B und A := A x -+ x Ay gilt
P{X e A}) = / fx(z)dx = fi(zy)dzy -+ | fa(zg) dxg.
A Az Aqg
Insbesondere
P{Xi€ AY) = [ filw) s
A;
d.h. f; ist Dichte von X;, und weiter

d d

P(ﬂ{Xi c Ai}) =[[PUXi € A}).

i=1 i=1

Bemerkung 22. Satz ZI ermoglicht die Modellierung der ,unabhéngigen Hinterein-
anderausfithrung” von Einzelexperimenten, deren Verteilungen Dichten besitzen.

Beispiel 23. Pfeiltreffer auf Dartscheibe, siehe Beispiel [[8. Satz Pl zeigt, daft X, X,

nicht unabhéngig sind.

Definition 24. Ein d-dimensionaler Zufallsvektor X mit Dichte

heiRt standard-normalverteilt (in R?).

Beispiel 25. Die Dichte eines 2-dim. standard-normalverteilten Zufallsvektors ist in

Abbildung V.3 dargestellt.
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Abbildung V.5: Dichte eines 2-dim. standard-normalverteilten Zufallsvektors



Kapitel VI

Erwartungswert und Varianz

Erwartungswert und Varianz sind fundamentale Kenngrofen der Verteilung einer re-
ellwertigen Zufallsvariable.

1 Der Erwartungswert

Erwartungswert: ,mittlerer Wert* einer Zufallsvariablen, ,Schwerpunkt® ihrer Vertei-
lung. Die allgemeine Definition basiert auf dem abstraktem Lebesgue-Integral, siehe

Georgii (2007, Abschn. 4.1.2).

Bemerkung 1. Die Menge der Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,2, P) bildet einen Vektorraum, der auch abgeschlossen unter Multiplikation ist.
Auf dem Untervektorraum £; = £,(Q,2(, P) der integrierbaren Zufallsvariablen er-
klart man das Integral

B(X) = / X (w) dP(w),
Q
genannt Erwartungswert von X. Fir A € A gilt 1, € £ und

E(14) = P(A).

Die Abbildung E : £; — R ist linear und monoton, d.h. fir X, Y € £, und o, € R
gilt

e E(aX +8Y)=aE(X)+BE(Y),
¢ X <Y = E(X)<E(Y).

Ferner gilt fiir Zufallsvariablen X und Y auf (Q,%, P)
o | X|<YANY el =Xeg,

83
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o falls X >0: X e L AE(X) =0« P{X >0}) =0.
Wir betrachten die Spezialfille

(D) X diskret, also P({X € D}) =1 fiir eine abzéhlbare Menge, D C R

(A) X absolutstetig mit Dichte fx.

Die folgenden Sétze dienen uns als Definitionen, siehe Irle (2001, Kap. 8) oder Georgii
(2007, Abschn. 4.1).

Satz 2. Im Fall (D) gilt X € £, genau dann, wenn ) __, |z|- P({X = x}) < oo.
Gegebenenfalls folgt

E(X)=> z-P({X =z}).

zeD

Satz 3. Im Fall (A) gilt X € £, genau dann, wenn [*_|z| - fx(z)dz < co. Gegebe-
nenfalls folgt

B(X) = / T Fe(@)da.

[e.o]

Bemerkung 4. Die Integrierbarkeit von X und gegebenenfalls E(X) hingt nur von
der Verteilung Py ab.

Satz 5.
X ~B(n,p) = EX)=n-p
X~G(p) = EX)=1/p
X~P() = EX)=A\
X ~U([a,b]) = EX)=(a+10b)/2
X ~Exp(\) = EX)=1/\
X ~N(p,o") = EX)=upu

Beweis. Fiir X ~ B(1,p) gilt
E(X)=1-p+0-(1-p)=p.

Fiir X ~ B(n,p) konne wir wegen Bemerkung Bl und Satz [TIHR oBdA annehmen,
dak .
X=>X
i=1
mit Xq,..., X, iid und X; ~ B(1,p). Also

E(X) = ZE(XZ-) =n-B(X;)=n-p.
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Beachte, dafs hier die Unabhéngigkeit nicht verwendet wurde.
Sei fx die Dichte von X ~ Exp()). Dann gilt

/ lz] - fx(x /x A-exp(—=Ar) dz = —x - exp(—Az) —l—/eXp(—)\x) dx
e ] o
= o] =
=3 exp x ESY
Siehe UBUNG 10:H40 fiir die restlichen Verteilungen. O

Beispiel 6. Betrachte Riickkehrzeit
Too = inf{t € N: S, = 0}

der symmetrischen Bernoulli-Irrfahrt (S;)en, mit unendlichem Zeithorizont. Es gilt
P({7 < o0}) = 1, siehe Satz [IIEEZH, aber 7., ¢ £, siche Grinstead, Snell (1997,
Thm. 12.3) und Korollar [TIERITH.

Nun: Hilfsmittel zur Berechnung von Erwartungswerten.

Bezeichnung. (2;);c; abzdhlbare Partition von (2, falls

(i) J abzéhlbar,

(i) Q; € A fiir alle j € J,
(i) ©; N Q=0 fiir j # ¢,
(iv) Q=U,;c; Q-

Lemma 7. Sei X eine Zufallsvariable auf (Q2,%2, P), und sei (€2;);c; eine abzdhlbare
Partition von €. Gelte

ViedJde; e RVwe Q;: X(w) =g¢,.

Dann gilt X € £, genau dann, wenn
D lel- P(Q) < o0
jed

Gegebenenfalls folgt

X)=> ¢;-P(Q

jed
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Beweis. Fir

D:={c;:jeJ}
gilt

P{X eD})=1.
Setze J, == {j € J:¢; =} fir v € D. Dann

Dolel-PU{X =a}) =) fal- Y POy =) > lgl- P(Q

xeD zeD JjEJ2 z€D jEJ,
= Z lcj| - P(£25)
jeJ
Berechnung des Erwartungswertes analog ohne Betrége. O

Bemerkung 8. Satz [ beruht auf der abzéhlbaren Partition ({X = z}).ep.
Korollar 9. Falls (Q, %, P) diskret, gilt X € £; genau dann, wenn

Y X @) PUw}) <

wel
Gegebenenfalls folgt
=) Xw)-P{w}).
weN
Beweis. Wéhle J :=Q, Q; := {j} und ¢; :== X(j) in Lemma [ O

Definition 10. g : R¢ — R heifit Borel-mefbar, falls
VA€ B, : g (A € B,
Bemerkung 11.

(i) Die Menge der Borel-meRbaren Funktionen R? — R bildet einen Vektorraum,
der auch abgeschlossen unter Multiplikation ist.

(i) Jede stetige Funktion R? — R ist Borel-meRbar.
(iii) g = 1p mit B € B, ist Borel-mefbar.
Siehe Irle (2001, Kap. 7).

Nun: ein Transformationssatz fiir den Erwartungswert.

Lemma 12. Sei X ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte fx und h:R% — R
Borel-mefbar. Genau dann gilt A(X) € £, wenn [y, |h(z)| - fx(z)dx < co. Gegebe-
nenfalls folgt

E(h(X)) = /Rd h(z) - fx(z)dr < co.
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Beweis. Siehe Irle (2001, Satz 8.25). O

Beachte: Lemma [[2 gilt ohne die Annahme, daf h(X) absolutstetig verteilt ist.
Satz 13. Sind X, Y € £, unabhéngig, so folgt X - Y € £; und
E(X-Y)=E(X)- E(Y).

Beweis. Siehe Irle (2001, Satz 10.16). Hier Beweis unter der zusétzlichen Annahme,
dafs X, Y diskrete Zufallsvariablen sind.

Zunéchst nehmen wir sogar an, dafs X (€2) und Y (£2) abzéhlbar sind. Dann wird durch
Q(Cv,y) = {(X,Y) = (xuy)}’ (x,y) EX(Q)XY(Q)v
eine abzdhlbare Partition von €2 definiert. Nach Voraussetzung gilt

Yoo lryl PQuy)= Y lel-PUX =2} Y [yl PH{Y =y}) <

(2,9)EX (Q) XY () 2EX(Q) YEY ()

und Lemma [ zeigt X - Y € £;. Berechnung des Erwartungswertes analog ohne Be-
trage.

Etwas allgemeiner gilt P({X € D}) = P({Y € D}) = 1 fiir eine abzéhlbare Menge
D C R. Setze

X':=1p(X)-X und Y':=1p(Y) Y.

Dann
PH{X)Y)# (X YN}) < P{X ¢ D}U{Y ¢ D}) = 0.

Also folgt P(x,y) = Px,y") und somit
X YeieX  YVeg

sowie ggf.
BE(X-Y)=EX"-Y’).
Ebenso folgt E(X) = E(X’) und E(Y) = E(Y’). Satz MBI zeigt, dak X’ und Y’

unabhéngig sind. Nach Konstruktion sind X'(€2) und Y’(€2) abzéhlbar. Wende den
ersten Teil des Beweises an.

Im Spezialfall absolutstetiger Zufallsvariablen X,Y verwendet man den Satz von Fu-
bini, Satz MEZ2EZT.(i) und Lemma [2A O
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2 Varianz und Kovarianz

Varianz: ,Streuungsmalfs fiir die Verteilung einer Zufallsvariablen.

Definition 1. X quadratisch integrierbar, falls X? € £;. Bez.: £ = £,(Q,2, P)
Menge der quadratisch integrierbaren Zufallsvariablen.

Satz 2. £, ist Untervektorraum von £;.

Beweis. Verwende |[X| <1+ X?und (X +Y)? <2X?2+4+2Y2 O

Bemerkung 3. Die quadratische Integrierbarkeit von X und gegebenenfalls E(X?)
héngt nur von der Verteilung Px ab.

Satz 4. Im Fall (D) gilt X € £; genau dann, wenn > 2 - P({X = z}) < 0.
Gegebenenfalls folgt

E(X?) =Y o P{X =1}).

zeD

Beweis. Schliefse wie im Beweis von Satz [llI3 Wende dabei Lemma [ mit J := D,
Q; :={X =j} und ¢; :=j? an. O

Satz 5. Im Fall (A) gilt X € £, genau dann, wenn [° 22 - fx(2)dz < co. Gegebe-
nenfalls folgt

E(X?) = /OO 2 fx(z)dx.

oo

Beweis. Wende Lemma [T mit h(z) := 2* an. O

Definition 6. Fiir X € £, heilst
Var(X) := E(X — E(X))?
die Varianz und /Var(X) die Standardabweichung von X.

Nun: Abschétzung fiir die Konzentration einer Zufallsvariable um ihren Erwartungs-
wert.

Bemerkung 7. Fir X € £, gilt
Var(X) =0« PH{X =E(X)}) = 1.

Satz 8 (Tschebyschev-Ungleichung). Fiir X € £, und ¢ > 0 gilt

PUIX ~B(X)| > ) < & - Var(X).
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Beweis. Fir A:={|X — E(X)| > ¢} € A gilt

21, < (X —E(X))?- 1,4 < (X —E(X))%

Es folgt
g2 P(A) =£*-E(14) < E(X — E(X))2
O
Satz 9. Fir X € £, und o, 3 € R gilt
(i) Var(X) = E(X?) - (E(X))?,
(i) Var(a- X + 3) = o? - Var(X).
Beweis. Ad (i): Es gilt
(X —EX))?=X?-2-X-E(X)+ (E(X))~
Es folgt
B(X — E(X))* = E(X*) — 2 (B(X))* + (B(X))* = E(X?) — (E(X))*.
Ad (ii): Es gilt
a-X+F-Ela - X+05)=a(X—-EX)).
Es folgt
Var(a- X + ) = E(a? - (X — E(X))?) = o? - Var(X).
O

Bemerkung 10. Fiir X, Y € £, gilt XY € £;. Zum Beweis verwende man | X -Y| <
X24+Y2

Definition 11. Betrachte X,Y € £,.
(i) Die Kovarianz von X und Y ist definiert durch

Cov(X,Y) = E((X — E(X)) - (Y — E(Y))).

(ii) X,Y heiken unkorreliert, falls Cov(X,Y) = 0.

(iii) Falls Var(X), Var(Y) > 0, so ist der Korrelationskoeffizient von X und Y defi-

niert durch
Cov(X,Y)

N V/Var(X) - Var(Y)

p(X.Y)
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Bemerkung 12.
(i) Fir X,Y € £, gilt

Cov(X,Y) =E(X - Y) — E(X) - E(Y).

(ii) X,Y € £, unabhéngig = X,Y unkorreliert, siehe Satz I3 Die Umkehrung ist
falsch, siehe UBUNG 10:G16.

Satz 13 (Formel von Bienaymé). Falls X7,..., X, € £, paarweise unkorreliert,
Var (Z XZ-> = ZVar(XZ-).
i=1 i=1
Beweis. Setze Y; := X; — E(X,) (,zentrieren). Fiir i # j gilt E(Y; - Y;) = 0. Also
n n n 2
Var (Z XZ) = Var (Z 1@-) =E (Z Yi>
i=1 i=1 i=1
- SRV - 3OE0P) - 3 V()
i=1 i=1

1,7=1

0
Beispiel 14. Fir X; ~ B(1,1/2) und X, = —X; gilt Var(X; + X3) = 0 und
Var(X,;) = Var(Xy) = 1/4.
Satz 15.
X ~B(n,p) = Var(X)=n-p-(1-p)
X~G(p) = Var(X)=(1-p)/p’
X~P) = Var(X)=A\
X ~U([a,b]) = Var(X)=(b—a)?/12
X ~Exp(\) = Var(X)=1/)\?
X ~N(p,0%) = Var(X)=o?

Beweis. Fir X ~ B(1,p) gilt
Var(X) = B(X?) — (B(X))* = p—p* =p- (1 - p).

Fiir X ~ B(n, p) konnen wir wegen der Bemerkungen [ und Blund Satz [TIHAR oBdA

annehmen, dafs
X=>X
i=1
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mit Xi,..., X, iidd und X; ~ B(1, p). Mit Satz [3 folgt
Var(X) =n-p-(1—p).

Fiir X ~ Exp()\) gilt

= —2” - exp(— A7) +/ 2z - exp(—Azx) dz
0 0
2 2
=—-EX)=—=.
5 B(X) =
) 2
Demnach gilt E(X?) = v und
2 1 1

Siehe UBUNG 10:H40 fiir die restlichen Verteilungen.

Satz 16 (Cauchy-Schwarzsche-Ungleichung). Fir X,Y € £, gilt

|E(X - Y)| < VE(X?) - E(Y?).
Beweis. UBUNG 10:H42.
Bemerkung 17. Fir X, Y € £, mit Var(X), Var(Y) > 0 gilt
—1<p(X)Y) <1,

Satz 18. Fiir X,Y € £5 mit Var(X) > 0 seien

. Cov(X,Y) . .
b = V() a* =EY)-b"-E(X).
Dann
E(Y — (a* +b*- X)) = Var(Y) - (1 — p*(X,Y))
und

E(Y — (¢ +b"- X))’ <E(Y — (a+b- X))*

fiir alle a,b € R.

Beweis. UBUNG 10:H43.

91
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Bemerkung 19.

(i) Interpretation von ([@): a* + b* - X ist die beste lineare Vorhersage von Y bei
Beobachtung von X bzgl. des £9-Abstandes.

(ii) Interpretation von ([l): p?(X,Y") und sgn(p(X,Y)) geben den Grad und die Rich-
tung des linearen Zusammenhang von X und Y an. Extremfille:

(X, V) =1e P{Y =a" +b - X}) = 1,

und p(X,Y) = 0 gilt genau dann, wenn X nicht in die beste lineare Vorhersage
eingeht.

(iii) Interpretation von Satz orthogonale Projektion von Y auf den von 1 und X
erzeugten Unterraum des Hilbertraumes L.



Kapitel VII

Grenzwertsatze

In diesem Kapitel sei (X;);en ein Folge von Zufallsvariablen auf (2,2, P). Wir stu-
dieren das Verhalten der Partialsummen

fiir grofle Werte n. Untersucht wird dazu die Konvergenz geeignet normierter Partial-
summenfolgen. Als Standard-Annahme sei (X;);ey iid und X; € £9 mit Var(X;) > 0.
Schwéchere Annahmen werden ggf. explizit genannt.

Beispiel 1. Das einfachste Beispiel ist durch (X;);ey iid mit X; ~ B(1,p) fiir p € 10, 1]
gegeben. Die Transformation X; = 2- X; — 1 liefert wiederum eine iid-Folge und fiihrt
auf die einfache Irrfahrt

gnzf;;@:z.sn_n

mit Parameter p. Hierdurch Modellierung der akkumulierten Gewinne bei einfachem
Spiel, speziell p = 19/37 = 0.5135...: Roulette aus Sicht des Kasinos. In Abschnitt
[MIE wurde der Fall p = 1/2 analysiert.

1 Schwaches Gesetz der grofsen Zahlen

Wir studieren zunéchst die Konvergenz des arithmetischen Mittels S, /n gegen E(X}).
Bemerkung 1. Sei (X;);ey iid mit X; ~ B(1,1/2). Dann

P({Son/(20) = B(X1)}) = 272" (22”) ~1/yan,

vgl. Korollar IR, so daf insbesondere lim,, o, P({Ss,/(2n) = E(X;)}) = 0. Man
untersucht deshalb das asymptotische Verhalten von P({|S,/n—E(X1)| > ¢}) im Fall
e > 0.

93
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Satz 2 (Schwaches Gesetz der grofen ZahlenEI). Sei (X;)ien paarweise unkorreliert
und identisch verteilt. Dann gilt fiir jedes ¢ > 0

lim P({|S,/n —E(X;)| >¢}) =0.
Beweis. Es gilt X; € £9 sowie E(S,,/n) = E(X;) und geméfs Satz VAT
Var(S,,) = n - Var(Xy).

Also sichert Satz VPR
1 Var(X;)

g2 n

P{S./n ~ B(X)| > <}) < 5 - Vax(S./n)

Bemerkung 3. Was besagt Satz [ fiir das Verhalten von 5,7 Es gilt
{ISn/n = E(X4)| < e} = {(E(X1) —¢) -n <5, < (E(X1) +¢) - n}.
Also folgt fiir jedes € > 0
Jim P({(E(X,) &) 0 < 8, < (B(X)) +2) -n}) = L

Beispiel 4. Sei (X;);en iid mit X; ~ B(1,p). Geméf () gilt

P{IS./n—p 2 ep < PO < L @)

Fiir grofes n kennt man wesentlich bessere Abschétzungen, da die Folge (X;);en gleich-
méakig beschrankt ist.

Satz 5 (Hoeffdingsche Ungleichung). Sei (X;);ey iid mit 0 < X; < 1 fiir alle i € N.
Dann gilt fiir allee > 0 und n € N

P({|Sy/n —E(X1)| > €}) < 2-exp(=2-€” - n).
Beweis. Siehe Miiller-Gronbach, Novak, Ritter (2008, Kap. 3.4). 0

Beispiel 6. Vergleich der Hoeffding-Ungleichung mit (f). Fiir ¢ = 1072 und n = 10*
gilt

1
T, =025 und 2-exp(=2-%-n) =0270...,
und fiir e = 1072 und n = 10° gilt
1
T 0.025 und 2-exp(—2-&?-n)=4.12----107".

! Jakob Bernoulli (1713), Khintchine (1928)
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2 Starkes Gesetz der grofien Zahlen

Satz M2 macht (unmittelbar) keine Aussage iiber einzelne Realisierungen der Folge
(Sn/n)nen. Wir betrachten deshalb nun einen stérkeren Konvergenzbegriff.

Definition 1. Fiir Ay, A, --- € 2 heifst

limsup A, := ﬁ G A,

n—oo
n=1m=n

der Limes superior der Folge (A, )nen-

Bemerkung 2. Es gilt

limsup A, = {w € Q : w € A, fiir unendlich viele n},

siehe UBUNG 1:H4.

Lemma 3 (Borel-Cantelli-Lemma).

Z P(A,) < oo = P(limsup A4,) = 0.
n=1

n—o0

Beweis. Setze By, :=J_ Ay, Satz [T und die Voraussetzung implizieren

P(limsup A,,) = lim P(B,) < lim Z P(A,)=0

n—oo n—oo

O

Bezeichnung. Eine Eigenschaft gilt fiir fast alle w bzw. fast sicher, falls sie fiir alle
w aus einer Menge A € A mit P(A) = 1 gilt.

Satz 4 (Starkes Gesetz der grofen Zahlenﬁ). Sei (X;)ien iid mit X; € £;. Dann gilt
fast sicher

lim S, /n = E(X)).

n—~o0

Beweis. Siehe Irle (2001, Kap. 11) und Vorlesung , Probability Theory*.

Hier unter der zusétzlichen Annahme, dafs X; € £5. Es gentigt den Fall E(X;) = 0 zu
betrachten. Wir zeigen zunichst die Konvergenz der Teilfolge (S,2/n?),en. Setze

Ape = {|Sn2/n? > e}, B, := {limsup |S,2/n? > ¢}

n—oo

2Borel (1909), Kolmogorov (1930), Etemadi (1981)
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fiir n € N und € > 0. Dann
B, Climsup 4,, .,

und mit () folgt
Var(Xl) 1
P(Ane) < 2 n?

Lemma B sichert P(B.) = 0 und mit Satz [T (ii) ergibt sich

P({limsup |S,2/n?*| > 0}) = ehm P(By) =0,

n—oo

d.h. fast sicher gilt
lim S,2/n? = 0. (1)

n—oo

Fiir n € N definieren wir k, € N durch k2 < n < (k, + 1)%. Wie oben zeigt man

P({|Sn — Spz| > - k2}) < Vai(fl) 2 ;;’% < k_cg
mit einer Konstanten ¢ > 0. Wie oben folgt, dafs
Tim (5,/k2 — S /k2) = 0
fast sicher gilt, und zusammen mit ([I) ergibt sich hieraus, daf
i 5./ =0
fast sicher gilt. SchlieRlich verwende man lim,, .., n/k% = 1. O

Die Abbildungen VILTHVIL3 zeigen je eine Realisierung der Folge (51, ..., S,/n) von
arithmetischen Mitteln im Fall (X;);ey iid mit X; ~ B(1,0.7).

Bemerkung 5. Was besagt SatzH fiir Folgen von Realisierungen der Zufallsvariablen
S,? Fiir fast alle w € Q gilt

Ve > 0 dng(e,w) ¥n > no(e,w) : (E(X;) —¢) - n < Sp(w) < (E(X7) +¢) - n.
Korollar 6. Sei (X;);cy iid und B € 9B;. Dann gilt fast sicher

Jim % . Zn: 15(X)) = PU{X, € BY).

Beweis. Fiir Z; := 15(X;) gilt (Z;)ien iid mit Z; ~ B(1,p), siche UBUNG 3:H11.
Beachte, dal E(Z;) = P({X; € B}), und wende Satz @ an. O
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Abbildung VIIL.1: Realisierung arithmetischer Mittel fiir n < 50, X; ~ B(1,0.7)

SEA,

..'.'/ P

Abbildung VIIL.2: Realisierung arithmetischer Mittel fiir n < 100, X; ~ B(1,0.7)
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Abbildung VIIL.3: Realisierung arithmetischer Mittel fiir n < 1000, X; ~ B(1,0.7)
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Bemerkung 7. Korollar [ liefert eine theoretische Rechtfertigung der Methode der
direkten Simulation, siehe Abschitt [l Siehe auch Seite Bl zur frequentistischen In-
terpretation von Wahrscheinlichkeiten.

Wie Satz M zeigt, kann die direkte Simulation ebenso fiir die approximative Berech-
nung von Erwartungswerten eingesetzt werden. Gegeben sei eine Zufallsvariable X
auf (Q,2(, P). Betrachte eine iid Folge von Zufallsvariablen X7, ... X! auf (', ', P),
wobei X und X identisch verteilt sind.

1. . Erzeuge" eine Realisierung (21, ..., z}) von (X7,..., X}).

2. Approximiere E(X) durch die das arithmetische Mittel
1 n
n -
i=1

Beispiel 8. Zur Interpretation der Halbwertszeit: Sei (X;);en iid mit X; ~ Exp(\).
Die zugehorige Halbwertszeit ist der Median h = In(2) /), siehe Beispiel M2 Geméaf
Korollar B gilt fast sicher

1 «— 1
lim — - 1 X)=PHX; <hl) =-.
nl—glon ZZI ] OO,h]( Z) ({ 1> }) 9

Beispiel 9. Betrachte die Zufallsvariableﬁ

k
X :=max{k € Ny : ZY} <1},

i=1

wobei (Y;)ien iid mit ¥} ~ Exp()\) fiir A := 5. Berechne E(X). Vgl. UBUNG 11:H47.
Anwendung: Warteschlangentheorie, Stichwort Poisson-Prozefs. Siehe Abbildungen
VITAHVITA zur Approximation von E(X); die ersten 10 Simulationen lieferten die
Werte 7, 1, 4, 6, 7, 6, 8, 5, 11, 5.

Im folgenden sei (X;);ey iid, und F := Fx, bezeichne die Verteilungsfunktion von Xj.
Wir betrachten empirische Verteilungsfunktionen

Fo(wyw) = Fo(2; X1 (w), . .., Xu(w)), reRweQ,

auf der Basis von Realisierungen von (X7,..., X)) und untersuchen die Konvergenz
von F), gegen F'.

Bemerkung 10. Korollar [l zeigt fiir alle z € R, dak fiir fast alle w gilt
lim F,(z;w) = F(z).

Verscharfung im folgenden Satz von Glivenko-Cantelli (Hauptsatz der Mathemati-
schen Statistik): fast sicher gleichméfige Konvergenz.

3Konvention: max M = oo fiir unbeschrankte Mengen M C N.
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Abbildung VII.4: Realisierung arithmetischer Mittel fiir n < 10

Abbildung VIL.5: Realisierung arithmetischer Mittel fiir n < 100
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Abbildung VII.6: Realisierung arithmetischer Mittel fiir n < 1000
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Un 05 (@)

Abbildung VII.7: Realisierung arithmetischer Mittel fiir n < 10000

Satz 11 (Satz von Glivenko-Cantelli). Fiir fast alle w gilt

lim sup |F,(z;w) — F(z)| = 0.

n—00 zeR

Beweis. Man betrachte vorab den Spezialfall einer stetigen und streng monoton wach-
senden Verteilungsfunktion F'.
Zur Behandlung des allgemeinen Falls schreiben wir

G (z) == lim G(y)

y—z—

fiir Funktionen G : R — R mit existierenden linksseitigen Grenzwerten, und wir
setzen

¢ .= {AeU: P(A) = 1}.

Fixiere k € N. Betrachte fiir / =1,...,k — 1 die ¢/k-Quantile g, von F, setze ferner
ok := —00 und gy := 0o. Korollar [l zeigt

Vee{l,....k—1}JAeEVwe A: lim F (qxw) = F (qus)

. Vee{l,....k—1}JAcEVw e A: JL%ﬁn(q&MW) = F(qug)-
Fiir
App(w) = ee%?}.fk}ma}((}ﬁ”(qg’k; w) = F(qex)|, Fr(qesw) — F_(C]z,k;)D
folgt
JA, e EVw e Ay : nh_)n;o Ay k(w) = 0. (2)
Lemma [MBIB] zeigt

F~(qer) — Flge1p) <k — (0 —=1)/k=1/k.
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Hiermit folgt fiir = € |gr—14, qo x| und w € Q

Fo(ziw) < B (queiw) < F(qur) + Ans(w) < Fgeo1s) + 1/k + Anp(w)
sowie
Fy(z;w) > ﬁn(QZfl,ldw) > F(qr-1x) — Anp(w) > F(qur) — 1)k — Ay g (w)
> F(z)—1/k— An,k(w).

Fiir w € Ay ergibt sich geméfs (2)

lim sup sup \ﬁn(aﬁ,w) — F(z)| < 1/E.

n—oo xER

Fazit: fiir
A= (A e
keN
gilt
P(A) =1
und

Vw e A: lim sup|Fy,(z;w) — F(z)| = 0.
N0 zeR

O

Die Abbildungen illustrieren den Satz von Glivenko-Cantelli, wobei je-
weils schwarz eine empirische Verteilungsfunktion und blau die Verteilungsfunktion
dargestellt sind. Verwendet werden n = 50, 250, 1000 Simulationen. Die zugrundelie-
gende Verteilungen sind gegeben durch

PUX = 1}) =03, P{Xi=2})=02 PH{Xi=3})=05
in den Abbildungen VILR VITT0,
X, ~U([0,1])
in den Abbildungen und
X1~ Exp(1/2)

in den Abbildungen VILTAHVILTG
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Abbildung VII.8: Verteilungsfunktion und empirische Verteilungsfunktion, n = 50
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Abbildung VIIL.9: Verteilungsfunktion und empirische Verteilungsfunktion, n = 250
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Abbildung VII.10: Verteilungsfunktion und empirische Verteilungsfunktion, n = 1000
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Abbildung VII.11: Verteilungsfunktion und empirische Verteilungsfunktion, n = 50

n =250
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Abbildung VII.12: Verteilungsfunktion und empirische Verteilungsfunktion, n = 250

n =1000
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Abbildung VII.13: Verteilungsfunktion und empirische Verteilungsfunktion, n = 1000
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Abbildung VII.14: Verteilungsfunktion und empirische Verteilungsfunktion, n = 50

n =250

1.0

08

Fn(x)
0.6

0.4

0.0

Abbildung VII.15: Verteilungsfunktion und empirische Verteilungsfunktion, n = 250
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Abbildung VII.16: Verteilungsfunktion und empirische Verteilungsfunktion, n = 1000
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Abschliefsend: Vergleich der Konvergenzbegriffe im Starken und Schwachen Gesetz der
grofsen Zahlen. Anwendung des folgenden Resultates mit Y,, := S, /n — E(X3).

Satz 12. Gilt fast sicher
lim Y, =0

n—oo

fiir eine Folge von Zufallsvariablen (Y,,)nen auf (2,2, P), so folgt fiir alle € > 0

lim P({|Y,| > }) = 0.

Beweis. UBUNG 11:H45. Siehe auch UBUNG 11:G18. ]

3 Zentraler Grenzwertsatz

Beispiel 1. Sei (X;);en iid mit X; ~ B(1, p) fiir p € ]0, 1[. Bestimme ein Intervall um
E(S,), das S,, mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit o € |0, 1] enthélt.

Es gilt
n

P({IS, = E(S,)| <o} = > (k) (1t

keKy,
mit
K, ={ke{0,....,n}: |k —n-p|l <d}.
Fiir jede Folge von Zahlen §,, > 0 gilt

lim §,/vn=0= lim P({|S, —E(S,)| <4d,}) =0,
siche UBUNG 11:H46, und, unter den allgemeinen Voraussetzungen von Satz [P,
lim d,,/v/n =00 = lim P({|S, —E(S,)| <4,}) =1.

Dies motiviert die Untersuchung des Falls §,, = ¢ - /n mit einer Konstanten ¢ > 0.
Analog fiir einfache Irrfahrten, sieche Abbildungen NVITTHVIT2T]

Im folgenden bezeichne ¢ die Dichte der Standard-Normalverteilung und ® die zuge-
horige Verteilungsfunktion.

Satz 2 (Grenzwertsatz von de Moivre-Laplace). Sei (X;);ey iid mit X; ~ B(1, p) fir

p €10, 1[. Setze
oni=+/n-p-(1—p).

Dann gilt fiir alle u < v

lim P{u-0, < S, —E(S,) <v-0,}) = P(v) — P(u).

n—oo
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Abbildung VII.17: Symmetrische Bernoulli-Irrfahrt, Wahrscheinlichkeitsfunktion von

S, fiir n = 100
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Abbildung VII.18: Symmetrische Bernoulli-Irrfahrt, Wahrscheinlichkeitsfunktion von

S,, fiir n = 1000



3. ZENTRALER GRENZWERTSATZ 107

00254 A,

0.020-

0.0153]

P (S 1000 =K ) N

0.010]

0405+

H K3

_/' ‘\
:
-200 -100 0 100 200

k

Abbildung VII.19: Einfache Irrfahrt, p = 19/37, Wahrscheinlichkeitsfunktion von S,

fiir n = 1000
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Abbildung VII.20: Einfache Irrfahrt, p = 19/37, Wahrscheinlichkeitsfunktion von S,
fiir n = 10000
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Abbildung VII.21: Einfache Irrfahrt, p = 19/37, Wahrscheinlichkeitsfunktion von S,
fiir n = 25000
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Beweis. Vgl. Beweis von Satz [TIEIITY Fixiere u < v und setze

n
b, = pF (1 =)k
n.k ( k) p - (1-p)

k—n-p

und

xn,k = o
n

fir k € {0,...,n} sowie
K, :={ke{0,....n} ru <z, <v}.

Klar
PHu-0,<S,—E(S,) <v-0,}) = Z b k.-

kEKy,
Bestimme die Asymptotik von b, ; gleichméfig fiir k € K,,. Lemma [TIEITZ sichert

lim max Tn - bnj — 1' =0

n—oo keKyp Cn.k
mit .

1 SN\ Kk (1 — n-
- <n p) N A
’ \ 2 k n—k
Setze
h(y) ==y -In(y/p) + (1 —y) - In((1 —y)/(1—p)), y €10,1[.

Dann

V27 - ¢py = exp(—n - h(k/n)).
Nun: Taylor-Entwicklung von h um p. Man verifiziert h(p) = h'(p) = 0 und A" (p) =
1/(p- (1 - p)), o dak

2
xn,k

< M -n3/?
2-n|

max
keK,,

h(k/n) —

mit einer Konstanten M > 0 gilt. Es folgt

lim max

Cn,k N -0
n—oo ke K, Qp(xn,k)

Fazit:
On * bn,k

lim max
n—oo ke Ky, Qp(xn,k)

—1’:0. (1)

Ferner gilt

S L ) = B(0) — D) (2)

lim
T ek, O
aufgrund der Stetigkeit von ¢.
Aus () und @) folgt die Behauptung. O]
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Bemerkung 3. Gleichung ([Il) besagt, dafs reskalierte Gewichte von Binomialvertei-
lungen lokal gleichméfig gegen die Normalverteilungsdichte konvergieren.

Beispiel 4. Fortsetzung von Beispiel [Il. Fiir §,, := ¢ - 7,, gilt aufgrund von Satz
Tim P({|Sn = E(Sh)| < d}) = ®(g) = P(=q) = 2- @(g) — 1.
Wihle
gi= 01 (1+a)/2)
als (1 4+ «)/2-Quantil der Standard-Normalverteilung. Approximativ leistet dann
0p:=q-/p-(L=p)-Vn

das Verlangte, d.h.
lim P({|S, — E(S,)| < 0n}) = a. (3)

Beispielsweise gilt ¢ = 1.645... fiir « = 0.9, ¢ = 2.576... fiir « = 0.99 und ¢ =
3.291... fir a = 0.999.

Ebenso gilt (@) fiir die einfache Irrfahrt (S,,),en mit der Wahl

0n=q-2v/p-(1=p)-vn.

Fiir n = 10° Runden des einfachen Spiels beim Roulette, d.h. fiir p = 19/37, erhalten
wir somit approximativ, dafs

23737 < S, <30316
mit der Wahrscheinlichlichkeit 0.999 gilt.

Den Sétzen [MIAMTY, MIATY, Pl sowie UBUNG 6:G8 liegt ein gemeinsamer Konvergenz-
begriff zugrunde.

Bezeichnung. €, = {x € R : Fy stetig in } Menge der Stetigkeitspunkte der Ver-
teilungsfunktion F; von Z.

Beispiel 5. Fiir Z ~ U([a,b]) und Z ~ N(u,0?) gilt €; = R. Fiir Z ~ B(n,p) mit
pelo,1[gilt €, =R\ {0,...,n}.

Definition 6. Eine Folge (Z,),en von Zufallsvariablen konvergiert in Verteilung ge-
gen eine Zufallsvariable Z, falls

Ve € €z lim Fy (x) = Fz(2)

n—oo

Bez.: Z, -5 7
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Beispiel 7. Fiir Z,, = a, und Z = a mit a,a, € R gilt

Z, % 7 o lim a, = a.

Beachte: Aus a,, > a folgt Fy, (a) =0, wihrend Fyz(a) = 1.

Bemerkung 8. Es existiert eine Metrik p auf der Menge der Wahrscheinlichkeitsmafse
auf B, so dal
Zy -5 Z & lim p(Pz,, P;) =0,

siehe Vorlesung ,Probability Theory“. In diesem Sinn beschreibt die Verteilungskon-
vergenz die Approximation stochastischer Modelle.

Lemma 9. Gelte P({Z € Z}) = P({Z,, € Z}) = 1 fiir alle n € N. Dann

Zy -5 Z ek eZ: lim P({Z,=k}) = P{Z = k}).

Beweis. Siehe UBUNG 8:H33. O

Beispiel 10. Zum rein diskreten Fall:

(i) Gelte Z, ~ B(n,p,) mit lim,, .o n-p, = A > 0. Dann Z, 4, Z, falls Z ~ P(M).
Siehe Satz [TIEAITA

(i) Gelte Z, ~ H(n,no(n), k) mit no(n) € {1,...,n} und lim, ., no(n)/n = p €
10, 1[. Dann Z, 4 Z, falls Z ~ B(k, p). Sieche UBUNG 6:G8

Beispiel 11. Zum Ubergang diskret /kontinuierlich:

(i) Sei X, die Anzahl der Fithrungszeitpunkte bei einer symmetrischen Bernoulli-
[rrfahrt der Lange 2n und sei
X2n

Loy = .
2 2n

Dann Z, 4.z , falls Z arcussinus-verteilt. Siehe Satz [TIETA
(i) Sei S, ~ B(n,p) mit p € ]0,1[ und

g .= SnTnp

On

Dann Z, —— Z, falls Z ~ N(0,1). Siehe Satz
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Lemma 12. Sei F; stetig und gelte Z, 4, 7. Damn
(i) lim sup|Fz, (z) — Fz(z)] =0,

(i) VA € M: lim P({Z, € A}) = P({Z € A}).

n—oo

Beweis. Ad (i): .

Ad (ii): Gilt nach Definition fiir A = |—oo,z]. Fiir A = {z} und ¢ > 0
PH{Z,e A}) <P{x—e< Z,<z})=P{Z,<z})—P{Z,<z—c¢}).

Somit
0 <limsup P({Z, € A}) < Fz(x) — Fz(z — ¢).

n—oo

Aufgrund der Stetigkeit von F; in z folgt
lim P({Z, € A}) =0=P({Z € A}).
]

Bemerkung 13. Die Aussage von Lemma [[2(ii) gilt im allgemeinen nicht fiir alle
A € B4, wie Beispiel [[] zeigt.
Satz [ erweist sich als Spezialfall einer Konvergenzaussage, die unter sehr allgemeinen

Voraussetzungen gilt.

Satz 14 (Zentraler Grenzwertsatz). Sei (X;);en iid und X; € £9 mit

o :=+/Var(X;) > 0.

Sp—n-u
Sri=
" o-\/n
Dann gilt S} 4. Z, falls Z ~ N(0,1).

Setze u = E(X;) sowie

Beweis. Irle (2001, Kap. 12) und Vorlesung ,,Probability Theory*. O
Bezeichnung. Die Zufallsvariablen S} heifsen standardisierte Summenvariablen.

Bemerkung 15. Es gilt E(S) = 0 und Var(S) = 1 sowie

= X, — E(X;)
Sy = —
" ; o-\/n

=X
mit E(X}) = 0 und Var(X;) = 1/n. Der zentrale Grenzwertsatz besagt also grob:
,Ein Gesamteffekt, der Summe vieler kleiner zentrierter unabhéngiger Einzeleffekte

ist, ist ndherungsweise normalverteilt.*

Die Abbildungen V1122 und VIL.23l illustrieren den Zentralen Grenzwertsatz fiir Sum-
men exponentialverteilter Zufallsvariablen.
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Abbildung VII.22: Dichten von Summen n unabhéngiger Exp(1)-verteilter Zufalls-
variablen
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Abbildung VII.23: Dichten von standardisierten Summen n unabhéngiger Exp(1)-
verteilter Zufallsvariablen
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Beispiel 16. Uberbuchung von Flugverbindungen:

e Kapazitat K € N

e Buchungsanzahl n € N, wobei die Passagiere unabhingig jeweils mit Wahr-
scheinlichkeit p € ]0, 1] erscheinen

Gegeben a € ]0,1[. Bestimme n € N, so daf eine Uberbuchung ungefihr mit Wahr-
scheinlichkeit o auftritt.

Modell: Xj, ..., X, iid, X; ~ B(1,p).
Es gilt {Z?:l X; > K} = {5} > ¢, } mit

n

Spi=> (Xi=p)/v/n-p-(1-p),

=1

= (K —=n-p)/y/n-p-(1-p).

Somit ist ¢, ndherungsweise durch ¢, = ®1(1 — a) gegeben.
Fir K := 1000, p := 0.9 und « := 0.01 ergibt sich ndherungsweise ¢, = 2.33 und

n = 1086.

Hiermit gilt fiir die erwartete Anzahl nicht beférderter Passagiere

E<max(zn: X, - K,0)) <386 P({Zn: X, > K }) = 0.6,

Zum Vergleich die exakten Werte

E<max(z X, — K, o)) — 0.0287 ...
=1

n

P<{ZXZ- > K}) — 0.00811. ..,

i=1
n

86 P({D_Xi>K}) =0697...

i=1



Kapitel VIII

Schlieflsende Statistik

1 Statistische Modellbildung und statistisches Ent-
scheiden

Grundform wichtiger statistischer Fragestellungen:

(i) Zufallsexperiment mit unbekannter Verteilung Q).

(ii) Verteilungsannahme: @) € B fiir eine Menge P von Wahrscheinlichkeitsmafen
auf B,.

(iii) (a) Schétzproblem. Gegeben: Abbildung 7 : 9 — R. Bestimme 7(Q), einen
LAspekt” der Verteilung Q.

(b) Testproblem. Gegeben () # By C B. Entscheide, ob @ € PBo.

(iv) Verfiighar: Stichprobe (z1,...,2,) € R™?® aus n-maliger unabhiingiger Wieder-
holung des Zufallsexperimentes.

Bezeichnung. Fortan bezeichnen wir mit B(n,p), N(u,0?), ... auch die entspre-
chenden Wahrscheinlichkeitsmalfse auf 8.

Beispiel 1. Geschlecht eines Neugeborenen (1 = W, 0 = M), siche Beispiel I3
Hier d = 1 und

(i) @ = B(1,p), wobei p die Wahrscheinlichkeit, daf Neugeborenes weiblich.
(ii) P = {B(1,p) : p €]0,1[}.

(it)) () n(B(Lp)) :=p.
(b) o = {B(1,1/2)} oder Py == {B(L,p) : p < 1/2}.

115
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(iv) Geschlecht bei n Lebendgeburten.

Bei einem Stichprobenumfang von n = 25171 123 scheint eine ,,verlafliche Bestim-
mung von 7(Q) und eine Entscheidung, ob 1(Q) € Py, moglich.
Das empirische Mittel

n

1 Z 12241 392
— . T, = ———
n o= 25171123

1=

= 0.4863 ...

legt nahe, dak n(Q) ungefihr 0.48 betragt und dafs @ # B(1,1/2) gilt. Siehe Hesse
(2003, p. 23).

Bemerkung 2. Studiert werden auch Varianten dieser Grundform, z. Bsp. abhén-
gige Beobachtungen oder RF-wertige Abbildungen 1. Die Modellierung und Analyse
solcher Fragestellungen ist Gegenstand der Mathematischen Statistik (Giitekriterien,
Optimalitatsaussagen, Quantifizierung von Risiken).

Bemerkung 3. Oft ist 8 in natiirlicher Weise parametrisiert, siche Beispiel [I1

Fortan betrachten wir der Einfachheit halber den Fall d = 1.

Definition 4. Ein statistisches Experiment mit Parameterraum © und Stichproben-
raum R™ ist gegeben durch

(i) eine Familie (2,2, P%)yco von Wahrscheinlichkeitsraumen,

(ii) einen Zufallsvektor (Xi,...,X,) : @ — R™ mit folgenden Eigenschaften. Fiir
alle ¥ € © ist
(X1,...,X,) unabhingig bzgl. P”

und
Py =...=P} .

Ferner ist Py, # Py, fiir alle 9,9’ € © mit 9 # ¢’
Bemerkung 5. In vorliegenden Kontext beschreibt die Menge
P={Py :0€0O}

die sogenannte Verteilungsannahme. Die konkrete Gestalt von 2, 2 und den Wahr-
scheinlichkeitsmafen P? ist im folgenden irrelevant. Die in Definition Bl (ii) geforderte
Injektivitat dient nur der mathematischen Bequemlichkeit, da sie die Identifikation
der Verteilung PY, € P mit dem Parameter ¢ € © erlaubt.

Wir nehmen an, daf die vorliegenden Daten (z1,...,x,) € R" eine Realisierung von
(X1,...,X,) sind, d.h.

(21,... 1) = (X1 (w),..., Xp(w)) € R"

fiir ein w € Q.
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Definition 6. Gegeben sei ein statistisches Experiment mit Parameterraum ©. Ein
Schdtzproblem ist definiert durch eine Abbildung

v:0 — R

Definition 7. Gegeben sei ein statistisches Experiment mit Stichprobenraum R™.
Eine Schdtzfunktion ist eine Borel-mefsbare Abbildung

gn: R" — R,

Bemerkung 8. Die Abbildung v und ebenso n mit n(Py,) = v(?) beschreibt einen
,Aspekt der Verteilungen P}Zl. Wichtige Beispiele sind der Erwartungswert und die
Varianz.

Zur Losung des Schéitzproblems wihlt man eine Schétzfunktion g, und schitzt (1)
durch

Gn(T1, .., xn) = gn(Xa(w), ..., Xy (w)).
Ziel: Fiir jedes v € O liegen die Werte der Zufallsvariable
gn(Xh e ,Xn)
auf (Q,2, PY) ,nahe “ bei v(1).

Beispiel 9. Geschlecht eines Neugeborenen, siehe Beispiel [l Modellierung durch

© :=10,1]
und
Py =B(1,p)
fiir p € ©. Das durch
V(p)=p

definierte Schétzproblem beschreibt die Bestimmung der zugrundeliegenden Vertei-
lung. Als Schétzfunktion fiir v haben wir bereits

1 n
n e Lp) im=m — i 1
o) o= P (1)

betrachtet.

Definition 10. Gegeben sei ein statistisches Experiment mit Parameterraum ©. Ein
Testproblem ist definiert durch eine Menge

@#@Og@a

genannt Hypothese.
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Definition 11. Gegeben sei ein statistisches Experiment mit Stichprobemraum R™.
Ein Verwerfungsbereich ist eine Borel-Menge

R, €°B,.
Bemerkung 12. Die Hypothese ©( definiert eine Teilmenge
@7&‘130:{]3321 0 €O} CP.

Zur Losung des Testproblems wéhlt man einen Verwerfungsbereich R, und lehnt die
Hypothese ©¢ (bzw. ,J € Oy oder ,,P}?l € Po“) genau dann ab, wenn

(21, ..., 1) = (X1 (W), ..., Xp(w)) € R,

gilt.
Ziel: Fiir jedes v € O ist die Wahrscheinlichkeit

Pﬁ({(Xla cee >Xn) € Rn})
des Fehlers 1. Art ,klein®, und fiir jedes ¥ € © \ O ist die Wahrscheinlichkeit
Pﬁ({(Xla B 7XTL) ¢ Rn})

des Fehlers 2. Art .klein®. Siehe jedoch Bemerkung B (ii).

Die in den Bemerkungen B und genannten Ziele bei Schétz- und Testproblem
entsprechen jeweils einer worst case-Analyse iiber alle 9 € ©.

Beispiel 13. Geschlecht eines Neugeborenen, siehe Beispiel @ Die durch

@0 = {1/2}

oder

O :=10,1/2]

definierten Testprobleme betreffen die Hypothesen, dafs Neugeborene mit gleicher
Wahrscheinlichkeit weiblich wie ménnlich sind bzw. daf weibliche Lebendgeburten
mit kleinerer Wahrscheinlichkeit auftreten.

Im Fall ©g := {1/2} ist die Wahl eines Verwerfungsbereiche von der Form
R, ={x e R" : |gn(x) — 1/2| > k,}

mit g, geméf () und &, > 0 naheliegend.
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Beispiel 14. Analog: Halbwertszeit, siche Beispiel VTIPIR Hier gilt
© :=10, 00|

und
P}, == Exp()\)

fiir A € ©. Die Bestimmung der Halbwertszeit entspricht einem Schétzproblem mit

Die Entscheidung, ob die Halbwertszeit hq vorliegt, entspricht einem Testproblem mit
@0 = {1Il(2)/h0}

Ausblick: nicht-parametrische Statistik.

2 Schatzprobleme

Wir betrachten fiir ein statistisches Experiment, gegeben durch (2,2, P?)yco und
X =(Xy,...,X,) : Q@ — R" ein Schitzproblem, gegeben durch

v:0 =R
Bezeichnung. Wir setzen
LV =g (AP, L) =£,(0,A PY)

und bezeichnen mit E” und Var” den Erwartungswert bzw. die Varianz bzgl. P?. Eine
Eigenschaft gilt PY-fast sicher (f.s.), falls sie fiir alle w aus einer Menge A € 2 mit
PP(A) = 1 gilt.

Definition 1. Die Schdtzvariable zu einer Schatzfunktion g, : R® — R ist die Zu-
fallsvariable g,,(X).

Definition 2. Eine Schitzfunktion g, : R® — R heifst erwartungstreu fiir ~, falls
Vi € © : EY(g,(X)) = 7(9).
Eine Folge von Schétzfunktionen g, : R™ — R heifst
(i) schwach konsistent fiir ~y, falls

VY €O Ve >0: lim P'({|g.(X) —~y(9)| > ¢}) = 0.
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(ii) stark konsistent fir , falls

Vi € ©: lim g,(X) =~(v) PV-fs.

n—~oo

Bemerkung 3. Die starke Konsistenz impliziert die schwache Konsistenz, siehe Satz

VT2

Wir untersuchen die Schétzung eines Erwartungswertes, siehe Beispiele [ und T4

Definition 4. Sei z = (z1,...,2,) € R™. Dann heifst

n
_ 1
LTy = — E €T
n <
=1

empirisches Mittel der Stichprobe .

Die zugehorige Schitzvariable ist

Satz 5. Gelte X € £V fiir alle ¥ € O, und sei
A (0) = B (X)),

Dann definieren die empirischen Mittel g,(z) := T, eine stark konsistente Folge von
erwartungstreuen Schéatzfunktionen fiir ~.

Beweis. Fiir jedes ¥ € O gilt
— 1 —
B (gn(X)) = B'(Xa) = —- 3 E'(Xi) = (V).
i=1

Die starke Konsistenz ist genau das starke Gesetz der grofen Zahlen. O

Beispiel 6. In Beispiel M mit den Daten aus Beispiel [ gilt fiir jedes p € ]0,1]
aufgrund der Tschebyschev-Ungleichung

PP({|X, —p| >107%}) <9.9-1077,
Pr{|IX, —p|>107°}) <9.9.1077

und aufgrund der Hoeffdingschen Ungleichung, siehe Satz VT,

PP{|X, —p| > 1072}) < 9.2. 107287,
PP({| X, —p| >107°}) <2.7-107%,
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Wir untersuchen nun die Schéatzung der Varianz.

Definition 7. Sei x = (xy,...,x,) € R". Dann heifit

n

1
2 N2
Sy = 3" g (x; — Tp)

i=1

empirische Varianz der Stichprobe x.
Satz 8. Gelte X; € £J fiir alle ¥ € ©, und sei
v(9) := Var’ (X,).

2

- eine stark

Ferner sei n > 1. Dann definieren die empirischen Varianzen v, (z) := s
konsistente Folge von erwartungstreuen Schétzern fiir .

Beweis. Setze pu(9) := E?(X)). Es gilt

) = S () + (09) — 7))

=L S ) — - (u(9) - T

—71—1.@,:1 n—1
Mit Satz VIR folgt
9 _ . n L VA Ve v
B (5,(X)) =~ 4(9) = —— - Var(X,)
n 1
= -y(9) — -y(9) = v(9).
(@) — —— (9) = 1(0)

Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen gilt P?-f.s.

n

. 1
g Z(X — u()? = B’ (X, — p(v))? = Var’ (X))
und
lim X, = p(v).

Es folgt PY-fs.
lim v, (X) = ~(9).

n—oo

Bemerkung 9. Fiir die empirische Varianz gilt

1 n
2 2 —2
sn—n 1- E r; —n-x, |,
=1

wie der erste Teil des Beweises von Satz B mit p(v) := 0 zeigt.
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Beispiel 10. In Beispiel [ betrédgt die empirische Varianz 0.2498. . ..

Beispiel 11. Sei © := [0, 1] und fiir p € © gelte Py, = B(1, p). Ferner sei

1(p):==vp-(1-p)
die entsprechende Standardabweichung. Fiir jede Schatzfunktion g; gilt
E(9:1(X)) =p-9:(1) + (1 = p) - 91(0).

Also existiert keine erwartungstreue Schatzfunktion fiir v. Analog fiir n > 1.

Stichwort: asymptotische Erwartungstreue.
Wir studieren nun folgende Fragen:

(i) Wie definiert man die ,Giite einer Schétzfunktion?
(ii) Kennt man ,optimale* Schatzfunktionen?

(i) Wie ,verléflich” ist ein Schatzwert?

Zunéchst zur Frage (i).

Definition 12. Der Quadratmittel-Fehler einer Schitzfunktion g, fiir v ist definiert
als

R’ (gn) == E”(gn(X) — ()%,
falls g,(X) € £9.

Definition 13. Der Bias einer Schatzfunktion g, fiir v ist definiert als
B"(g,) = E(ga(X)) = (9),
falls g,(X) € £V.
Bemerkung 14.
(i) Die Erwartungstreue ist dquivalent zu

VY € ©: BY(g,) = 0.

(ii) Der Quadratmittel-Fehler wird auch als Risiko bei quadratischer Verlustfunktion
bezeichnet. Es gilt

R’(gn) = Var"(ga(X)) + (B"(gn))*,

siche UBUNG 13:G22.
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Im folgenden sei

g () = Tp.

Beispiel 15. Fiir die Schiitzung des Erwartungswertes gilt B?(g?) = 0 und
1
R’(gy) = — - Var”(X,),
n

falls X; € £9. In der Situation von Beispiel [ folgt

gy ==
n
und weiter )
sup RP(gr) = —.
Sup () = 1

In der Situation von Beispiel I gilt v(\) = In(2) - E*(X;), und es folgt
(In(2))*

A2.on

RMIn(2) - g;) =

so dak der Quadratmittelfehler zwar fiir jeden Parameter A > 0 mit n — oo gegen
null strebt, aber fiir jedes n € N unbeschréankt auf © = ]0, oo[ ist.

Wir untersuchen die Frage (ii) der Optimalitat exemplarisch fiir die Problemstellung
aus Beispiel I8 Im folgenden sei

1(p) = E (X)) = p.
Fir p € 10,1 und z € D := {0, 1}" sei
L.(p) := PP({X = 2}) = p"@ . (1 — p)»*@)

mit
k(z):=|{ie{l,...,n}:z; =1}
die sogenannte Likelihood-Funktion, vgl. UBUNG 6:G9, sowie

die sogenannte Log-Likelihood-Funktion.

Satz 16 (Ungleichung von Fréchet, Cramér, Rao). Jede erwartungstreue Schitzfunk-
tion g, : R" — R fiir v erfiillt

» 1
Vp €10,1[: RP(gn) > W.
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Beweis. Fiir g, wie oben gilt

p=E(9.(X)) =) gu(@) - Lu(p)

zeD

und somit

1= gn(x) - Ly(p) = D gn(x) - £,(p) - La(p) = EP(ga(X) - £ (D))

zeD €D

Aus ) . p L.(p) = 1 folgt
0=> L,(p)=>_ L(p)- Lo(p) = E*((p)).

zeD zeD

Also liefert die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

1= (E”((gn(X) —(p)) -f’x(p)))2 < Var?(g,(X)) - EP((Cx (p))?).
0

Bemerkung 17. Im Beweis von Satz wurde die konkrete Verteilungsannahme
nicht wesentlich genutzt. Die untere Schranke des Satzes gilt deshalb unter viel allge-
meineren Voraussetzungen. Siehe Krengel (2000, §4.5) und Irle (2001, p. 308).

Wir erhalten die Optimalitdt des empirischen Mittels in einem sehr starken Sinn.
Satz 18. Es gilt
Vp €1]0,1[: RP(g;) = inf {RP(g,) : g, erwartungstreue Schitzfunktion fiir v} .

Beweis. Man verifiziert

B (o)) = —
siche Krengel (2000, p. 68), und wendet Satz [[6 und Beispiel [ an. O

Satz [[8 besagt, dak g eine gleichméafig beste erwartungstreue Schatzfunktion in der
vorliegenden Situation ist. Letzteres ist wesentlich, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 19. Sei © := R und
Py =U([9 —1/2,9 +1/2])
fiir ¥ € ©. Zu schéitzen ist
v(9) == EY(X,) = 0.

Setze _
max(xy, T2, T3) + min(zy, za, T3)

2

g3(w1, 12, 73) 1=
Dann ist g3 erwartungstreu fiir v mit
Vo€ 0: R'(g) < R'(g5).
Siehe UBUNG 13:H51.
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Schliefslich behandeln wir Frage (iii).

Definition 20. Sei a € ]0,1[. Zwei Borel-mefbare Abbildungen ¢,,7, : R — R
bilden ein Konfidenzintervall fiir v zum Niveau 1 — «, falls

Vo € ©: PY({y(0) € [lu(X), rn(X)]}) > 1 —a.

Bemerkung 21. Gesucht sind ,moglichst kleine“ Konfidenzintervalle. Man beachte,
dak nicht v(¢) sondern [¢,(X), r,(X)] zufallig ist.

Im folgenden behandeln wir den Spezialfall
Y(9) = E'(X1)

und Intervalle der Form

mit Borel-mefbaren Abbildungen
by, : R" — [0, 00].

Bemerkung 22. Die Abbildung b,, definiert genau dann Konfidenzintervall fiir den
Erwartungswert zum Niveau 1 — «, wenn

v e0: P({IX, - E(X))] <b(X)}) >1—a.

Zur Festlegung von b, ist deshalb die Tschebyschev-Ungleichung anwendbar, falls (eine
Schranke fiir) supyce Var’(X;) bekannt ist. Auf diese Weise erhilt man jedoch oft zu
grofke Konfidenzintervalle.

Beispiel 23. Fortsetzung von Beispiel [l Konfidenzintervalle deterministischer Breite
2 - b, mittels der

(i) Tschebyschev-Ungleichung: Es gilt
1 1

NIy A
4b%n @ 4--n

(ii) Hoeffdingschen Ungleichung: Es gilt

In(2/a)

2. —2-02-n)=a&b,= .
exp( Seon) =« 5 r

Auf diese Weise erhalt man

‘ @ ‘ b, per T-Ungl. ‘ b, per H-Ungl. ‘
0.05 |4.5-107* 2.8-1074
0.01 |1.0-1073 3.3-1071
0.001 | 3.2-1073 3.8-1071
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Nun bestimmen wir Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert unter Normalvertei-
lungsannahmen. Wir unterscheiden dabei zwei Félle:

(i) Die Varianz 0® > 0 ist bekannt. Also © := R und P{ := N(u,0?) fiir 4 € ©.

(ii) Die Varianz ist unbekannt. Also © := R x |0, co[ und P)((”l’a) = N(u,o?) fiir
(o) €©.

Zuachst stellen wir einige Eigenschaften der Normalverteilung zusammen.
Satz 24. Seien a,b, j1, ; € R mit a # 0 und o, 0; € ]0, 00].
(i) Falls X ~ N(p,0?),dann a- X + b~ N(a-u+b,a? - o?).

(ii) Falls Xi,..., X, unabhingig und X; ~ N(p;,07), dann > | X; ~ N(u, 0?) mit
b= Sy und o = S0

Beweis. UBUNG 12:H51. ]

Satz 25. Unter der Normalverteilungsannahme definiert

by = % O (1 — a/2)

bei bekannter Varianz o? ein Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert zum Niveau
1—a.

Beweis. Satz 24 zeigt

|5

7 = (X, — EX(X1)) ~N(0,1)
bzgl. P*. Fiir alle b, > 0 folgt

PH{[X, — EM(X0)] < b)) = PP({|Z] < vn/o - ba})
=2.0(y/njo-b,) — L.

Schlieflich gilt
2-®(njo-b,)—1l=1-asb,=0/vn - ® (1 —a/2).
O

Beispiel 26. Die Abbildungen VITLT und VT2 zeigen 5 bzw. 50 Konfidenzintervalle
nach der Konstruktion aus Satz 23 mit

a = 0.05, o= 2, n:=15

(und p = 3).
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5 Realisierungen

T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6

Stichprobe bei 1. Realisierung: 3,3.4,1.7,6.1,55,0.6,2.6,4.8,3.7,2.7,2.8,2.2,2.3,0.4, 0.4, empir. Mittel: 2.9

Abbildung VIIIL.1: Konfidenzintervalle unter Normalverteilungsannahme bei bekann-
ter Varianz

50 Realisierungen

T T T T T T
0 10 20 30 40 50

Stichprobe bei 1. Realisierung: 6.1,6.8,3.8,35,14,-05,-0.7,6.2,56,2.7,6.8,-0.3,5.2,2.2,2.2, empir. Mittel: 3.4

Abbildung VIIIL.2: Konfidenzintervalle unter Normalverteilungsannahme bei bekann-
ter Varianz
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Bei unbekannter Varianz ist es naheliegend o durch die empirische Varianz v,(x) :=

s zu ersetzen. Im folgenden sei n > 1 und X7,..., X/ iid mit X] ~ N(0,1). Setze

n

X', = i X/ /n,
i=1

X'=(X],...,X])

n

und L
T’ X'n

\/vn(X’)/n.

Beachte: in der Definition von 77 ist der Nenner fast sicher ungleich Null.

Lemma 27. Die Zufallsvariable T besitzt die Dichte

T) = L(n/2) (1422 (n— 1)),
Iol2) T((n—1)/2) /7 (n—1) (t+a/n=1)
Beweis. Siehe Irle (2001, Kapitel 20). O]

Bemerkung 28. Die Dichte f,, ist symmetrisch, und fiir alle z € R gilt
lim f,(z) = 1/V27 - exp(—2?/2).

Definition 29. Die Verteilung der Zufallsvariable 7 heifst ¢- Verteilung mit n — 1
Freiheitsgraden. Bez.: t,,_1.

Die Abbildungen und [VTIT 4| zeigen die Dichten und Verteilungsfunktion von t;
bzw. to. Zum Vergleich sind auch die Dichte und die Verteilungsfunktion von N(0, 1)
angegeben.

Bemerkung 30. Zur Berechnung der Verteilungsfunktion von t,, und entsprechender
Quantile: Numerik, Tabellen, Plots.

Lemma 31. Bzgl. P*9) gilt

X, — 1t
~t, 1
v (X)) /n
Beweis. Setze
X N H
[ O_

Bzgl. P#) gilt X1, ..., X/ iid und X, ~ N(0, 1). Ferner gilt

- =X X,
M= =T
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0.4

0.2

0.1

0.0
|

T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung VIII.3: Dichten von t¢-Verteilungen

1.0

0.8
|

0.6

0.4

0.2
|

Abbildung VIII.4: Verteilungsfunktionen von t-Verteilungen
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und

Fazit

X/ CXn X

Vo X0 Ji/f \/T/f

O

Satz 32. Sei t,_1,1_q/2 das (1 —a/2)-Quantil von t,_;. Unter der Normalverteilungs-
annahme definiert

by(z) := Un(@)

“th1;1-a/2

bei unbekannter Varianz ein Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert zum Niveau
1—a.

Beweis. Vgl. Beweis von Satz Al Sei F), := F, die Verteilungsfunktion von
Xn— 1
v (X)/n

Fiir alle © € R und o > 0 gilt gemaf Lemma BT

TL':

PUO{[ Xy — pl < 0(X)}) = PP ({|Zn] < tuota—asa})
= F(ty-1;1-0/2) — F(=tyn-1;1-a/2)
=2 F(tn—l;l—a/Q) —1
=2(1-a/2)-1=1-q.

Beispiel 33. Fiir a := 0.05 ergibt sich

| n | 21 | 51 101 |
| to—ti1—ay2 || 2.09... [ 2.01... [ 1.98... |

Zum Vergleich: ®'(1 — a/2) =1.96. ...

Beispiel 34. Die Abbildung zeigt 50 Konfidenzintervalle nach der Konstruk-
tion aus Satz B2 mit
a = 0.05, n:=15

(und p := 3 sowie 0 1= 2).
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50 Realisierungen

T T T T T T
0 10 20 30 40 50

Stichprobe bei 1. Reallisierung: 3.2,4.8,4.8,4.7,0.3,3.1,48,17,-18,-25,4.2,5,25,1.7, 1.7, empir. Mittel: 2.6

Abbildung VIIL.5: Konfidenzintervalle unter Normalverteilungsannahme bei unbe-
kannter Varianz

Ausblick: asymptotische Konfidenzintervalle. Gelte
V9 €0 : X, € £ A Var’ (X)) > 0.

Setze

by () = “":”) D1 — a)/2).

Satz 35. Fiir jedes a € ]0, 1] gilt

v €0 : lim PP({|X, - E(X))| <b.(X)}) =1 -«

n—oo

Beweis. Beruht auf dem Zentralen Grenzwertsatz. Siehe | MC-Buch |. O

Beispiel 36. Wir ergédnzen die Konfidenzintervalle aus Beispiel um asymptoti-
sche Konfidenzintervalle nach der Konstruktion aus Satz Siehe Beispiel [0 zum
entsprechenden Wert der empirischen Varianz.

‘ Q ‘ b, per T-Ungl. | b, per H-Ungl. ‘ b, asymp. per ZGS ‘
0.05 |4.5-107* 2.8-107* 1.95-107*
0.01 |1.0-1073 3.3-1071 2.57-10714

0.001 | 3.2-1073 3.8-107* 3.27-1074
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3 Testprobleme

Wir betrachten fiir ein statistisches Experiment, gegeben durch (2,2, P?)yco und
X =(Xy,...,X,) : Q — R" ein Testproblem, gegeben durch die Hypothese

0 #6,26
(,,der unbekannte Parameter liegt in O, ;0 € ©¢“).
Bezeichnung. Die Menge © \ Oy heifst Alternative.

Beispiel 1. Bei einer Maschine zur Produktion von Gewinderingen stellt sich die
Frage: Wird in der Produktion ein Nennmafs y fiir den Innendurchmesser eingehalten?
Die vorliegenden Daten sind die Innendurchmesser z1, ..., z, von n Gewinderingen.

Wir nehmen an, daf diese Innendurchmesser eine Realisierung von unabhéngigen
normalverteilten Zufallsvariablen mit Erwartungswert p und Varianz o? sind. Zu un-
terscheiden sind zwei Falle:

(i) Die Prizision der Maschine, gegeben durch o2, ist bekannt.

(ii) Die Prézision der Maschine ist unbekannt.

Definition 2. Ein Verwerfungsbereich R, € 8, definiert einen Signifikanztest zum
Niveau a €10, 1] (fiir die Hypothese Oy), falls

V9 € 0y: PP({X € R,}) <.

Bemerkung 3. Ein Verwerfungsbereich R,, legt folgende Entscheidung fest: man
lehnt die Hypothese genau dann ab, wenn x € R, gilt. Der Verwerfungsbereich de-
finiert genau dann einen Signifikanztest zum Niveau «, wenn die Wahrscheinlichkeit
des Fehlers 1. Art fiir jedes ¥ € Oy durch « beschrankt ist, siche Bemerkung T2

Um kleine Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler 2. Art zu erreichen, sucht man eine Signifi-
kanztest zu gegebenem Niveau «, dessen Verwerfungsbereich R, ,moglichst grofs” ist.
In dieser Vorlesung werden keine Optimalitdtsaussagen der Testtheorie behandelt.

Bemerkung 4. Die Formulierung eines Testproblems ist symmetrisch in der Hypo-
these ©¢ und der Alternative © \ ©¢. Diese Symmetrie gilt nicht bei Signifikanztests.
Signifikanztest zum Niveau « fiir

e Oy = schuldig*: Freispruch Schuldiger mit Wahrscheinlichkeit héchstens a.

e Oy = unschuldig”: Verurteilung Unschuldiger mit Wahrscheinlichkeit hochstens
.
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Bemerkung 5. In der Regel (und 0BdA) wihlt man einen Verwerfungsbereich der
Form

R, :={g, € K,,}

mit einer Borel-mefbaren Abbildung g, : R” — R und einer Menge K, € 9. Die
Zufallsvariable g,,(X) heifit in diesem Kontext Teststatistik und K, heifst kritischer
Bereich. Hierdurch ist folgende Entscheidung festgelegt: Lehne die Hypothese genau
dann ab, wenn g,(z) € K, gilt.

Man verwendet ,plausible* Teststatistiken g,(X), deren Verteilungen Pg'i( X) fiir ¥ €
O (approximativ) bekannt sind.

Beispiel 6. Normalverteilungsannahme mit bekannter Varianz o2 > 0. Fortsetzung
von Fall (i) in Beispiel [l Gegeben sei g € R. Entscheide, ob der unbekannte Erwar-
tungswert gleich p ist. Formal wird dieses Testproblem definiert durch

O =R, P§ = N(u,0%), Op := {po}-
Wir verwenden _
T a/yn

fir + € R". Falls die Hypothese korrekt ist, ist g,(X) N(0, 1)-verteilt. Also gilt fiir
jedes k>0

Pro{|gn(X)| > k}) =1 — ®(k) + D(—k) = 2(1 — ®(k)).
Somit definiert
Ry = {lga| = k}

genau dann einen Signifikanztest zum Niveau «, wenn 2(1 — ®(k)) < « gilt, d.h. wenn
E>o 11 —a/2).

Klar: die Fehlerwahrscheinlichkeiten 2. Art sind monoton wachsend in k. Man wahlt

also
k=o"11-a/2).

Speziell fir a = 0.05 ergibt sich k =1.96.. ..
Dies entspricht folgender Entscheidung: Lehne die Hypothese Oy genau dann ab, wenn

T — MO‘ > o/yn- oY1 — a/2).
Vgl. Satz P

Bezeichnung. Die Vorgehensweise aus Beispiel B wird als zweiseitiger Gauf3-Test
bezeichnet.
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Beispiel 7. Das entsprechende einseitige Testproblem ist gegeben durch
© =R, PY =N(p, o), O :=|—0o0, o) ,
siehe UBUNG 14:G25.

Beispiel 8. Fortsetzung von Beispiel [, Geschlecht eines Neugeborenen. Man wi-
derlege die Annahme, daf Jungen und Méadchen mit gleicher Wahrscheinlichkeit ge-
boren werden. Formal ist dieses Testproblem definiert durch

©:=]0,1], Py, =B(1,p), O = {1/2}.

Als Teststatistik verwenden wir

() = X,—1/2 Y. X;—n-1/2

WA= 0vR) - 1/2-vn

Beachte, dak n = 25171123. Also ,ist“ g,(X) bzgl. P'/? standard-normalverteilt.
Deshalb fithren wir einen Gauf-Test als sogenannten asymptotischen a-Niveau-Test
durch: Lehne die Hypothese genau dann ab, wenn

T — 1/2] > 1/(2v/n) - L1 — a/2).
Fiir n = 25171123 gilt 1/(2y/n) = 9.9...107° und man erhilt

o |yevn) e (1-a/2)]
1072 | 2.56----1074
1073 | 3.27.----1074
10720 19.30----1074

Fiir das empirische Mittel Z,, = 0.4863 ... der Daten gilt
[T, —1/2| =1.37----1072%
so dafs die Hypothese fiir alle diese Werte o verworfen wird.

Bemerkung 9. Wir untersuchen die Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler 2. Art bei einem
zweiseitigen Gauf-Test, siehe Beispiel Bl Sei u # po und

fn = /- (10— o) [
Dann ist g,(X) N(p,, 1)-verteilt bzgl. P* und

Pr{lgn(X)| < k}) = PP({=k — ptn < gn(X) = ptn <k — p1n})
= O(k — pn) = B(=k — ) = an(p).

Es gilt:
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0951
|

0.8
|

994 996 998 1000 1002 1004 1006

theta

Abbildung VIIL.6: Operationscharakteristiken des zweiseitigen Gauf-Tests fiir o :=
0.05

(i) Fiir jedes 1 # po konvergiert (a,(pt))nen sehr schnell gegen Null, siche .
(ii) Fir jedes n € N gilt
sup a,(p) =1-—a.
HEB\Og

Vel. Bemerkung M2

Definition 10. Die Operationscharakteristik f eines durch Verwerfungsbereich R, €
B,, gegebenen Tests ist die durch

f(9) = P"({X & Ry})
definierte Abbildung f: © — [0, 1].

Bemerkung 11.

(i) Die Abbildung f|e\e, liefert die Wahrscheinlichkeiten fiir Fehler 2. Art.
(ii) Ein Signifikanztest zum Niveau « ist durch f|e, > 1 — « charakterisiert.

Beispiel 12. Abbildung VIIL6 zeigt fiir n = 10, 100, 1000 Operationscharakteristi-
ken des zweiseitigen GauR-Tests fiir ©g := {1000}, ¢ := 25 und « := 0.05.
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Beispiel 13. Normalverteilungsannahme mit unbekannter Varianz. Fortsetzung von
Fall (ii) in Beispiel [l Gegeben sei py € R. Entscheide, ob der unbekannte Erwartungs-
wert gleich g ist. Formal wird dieses Testproblem definiert durch

O :=Rx ]07 00[7 P)((/?J) = N(:ua 02)7 @O = {MO} X ]07 OO[
Wir betrachten die durch .
gol() = 20
" Vs2/n
definierte Teststatistik o
X, —
v (X)/n

Vgl. Satz PIBA

Satz 14. Sei t, 1,12 das (1 — «/2)-Quantil von t,_;. Fiir das Testproblem aus
Beispiel [[3 definiert der Verwerfungsbereich

Rn = {|gn| Z tn—l;l—a/Z}-
einen Signifikanztest zum Niveau a.

Beweis. Unter Verwendung von Lemma PIBT] schliefst man wie in Beispiel [l O

Bezeichnung. Die Vorgehensweise aus Satz [[4] wird als zweiseitiger t-Test bezeich-
net.

Wir betrachten nun fiir Zufallsexperimente mit Werten in einer endlichen Menge fol-
gende Probleme. Teste,

(i) ob ein Zufallsexperiment einer gegebenen Verteilung geniigt,
(ii) ob die Komponenten eines vektorwertigen Zufallsexperimentes unabhéngig sind.

Beispiel 15.

(i) Teste, ob ein Wiirfel fair ist.

(ii) Teste, ob Einkommen und politische Priferenz unabhéngig sind.

Im folgenden sei

0+#MCR?

endlich und
O = {(pk)keM e ) m= 1}

keM
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die Menge aller Wahrscheinlichkeitsfunktionen auf M. Fiir
P = (Pk)kem € O
sei die Verteilung von X; unter PP gegeben durch
Pe ({k}) = p ke M.

Der Einfachheit halber setzen wir voraus, daf X, ..., X,, nur Werte aus M annehmen.

Zunéchst untersuchen wir Fragestellung (i), wobei die Hypothese durch
9 = {p"}
mit einer Wahrscheinlichkeitsfunktion p® € © mit p) > 0 fiir alle k € M definiert sei.

Beispiel 16. Man wihlt M := {1,...,6} und p{ := 1/6 fiir k € M bei der Frage, ob
ein Wiirfel fair ist. Siehe auch Beispiel

Im folgenden gelte oBAA

M=A{1,....,m}
mit m > 2. Wir betrachten die absoluten Haufigkeiten der Werte 1,...,m in einer
Stichprobe und definiere dazu

H:M"— Ny

durch .
Hi(z1, ... 2p) = Z Lk (@)
i=1

fiir k =1,..., m. Naheliegend ist folgendes Vorgehen: Verwerfung der Hypothese Oy,
falls der ,Abstand“ von 1/n - H(zy,...,x,) und p° ,groR" ist.

Dazu: Bestimmung der Verteilung des Zufallsvektors H(X).
Beispiel 17. Fir M := {1, 2} gilt

H\(X) = Z 1y (X3) .-

=X/
Aus P}, = B(1,p) folgt Hi(X) ~ B(n, p1) bzgl. PP. Klar: Hy(X) = n— H,(X). Also
folgt fiir k € {0,...,n}

PO = (k= 1)) = () ot

Bemerkung 18. Analog folgt allgemein, dak Hy(X) ~ B(n,py) bzgl. PP gilt. Man
beachte, daf die Komponenten Hy(X) des Zufallsvektors H(X) nicht unabhéngig
sind.
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Satz 19. Fir p € © und h € N gilt

m
Py

PP{H(X) = 1) = nl T[22,
hy!

k=1

falls 3 ;* | hi, = n. Andernfalls gilt PP({H(X) = h}) = 0.

Beweis. Offenbar gilt PP({H(X) = h}) = 0, falls Y;" | hi # n. Im folgenden gelte

Y pey by =n. Fir x € M™ mit H(z) = h ergibt sich

k=1

Die Anzahl der Stichproben mit absoluten Héufigkeiten hy ist gegeben durch

Hre M": H(x)=h}| = (;:1) . (n ;;“) (” — (M +hm +hm1))

Fazit:

m hk
|

PPUH(X) =R = Y PPUX =ah=al- T2

ceMn, H(z)=h k:

O

Definition 20. Ein m-dimensionaler Zufallsvektor Y auf (2,2, P) ist multinomial-
verteilt mit Parametern n,m € N und p € [0,1]™, wobei > ", pr = 1, falls

m Yk m . m
PUY = y}) = n!- 1T, %, falls y € Ni' mit >, yp = n
0, andernfalls.
Bez.: Y ~ M(n,m,p).
Bemerkung 21. Satz [[J zeigt, dakk H(X) ~ M(n,m, p) bzgl. PP gilt.
Beispiel 22. Wir betrachten 12 Wiirfe eines fairen Wiirfels. Fiir

n =12, m =0, p:=(1/6,...,1/6)

gilt
12!
M(12,6,p)({(3,0,0,2,6,1)}) = T2 6l 6712 =254...107°
und
12!

.62 =343...1073.

M(12,6,p)({(2.2.2.2,2.2)}) = =
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Bemerkung 23. Satz[[@ermoglicht prinzipiell die Konstruktion eines Signifikanztests
zum Niveau « fiir ©9 = {p°}: Wihle eine (moglichst kleine endliche) Menge A C Np*
mit

PP ({H(X) € A}) > 1—a,
und verwende den Verwerfungsbereich
R, :={H ¢ A}.
Dieses Prinzip ist allgemeine bei diskreten Teststatistiken anwendbar.
Beispiel 24. Wir betrachten Multinomialverteilungen mit
m = 3.
In den Abbildungen [VIITA und ist
(h1, ha) = M(n,m, p)({(h1, ha,n — (h1 + h2)}) (1)

fir p := (1/4,1/4,1/2) und n := 10 bzw. n := 50 (mit Interpolation) dargestellt.
Optimale Wahlen der Verwerfungsbereiche fiir « = 0.05 sind in den Abbildung
und dargestellt: verwirf die Hypothese genau dann, wenn (hy, hy) ,schwarz
markiert” ist. Auf diese Weise erhélt man

PP’({X € R,}) = 0.0488.. ..

fiir n = 10 und
PP’({X € R,}) = 0.0497 ...

fiir n = 50.
Abbildung VIITTT] zeigt () fiir n = 10 und p = (1/8,3/8,1/2).

Nachteile der Vorgehensweise gemif Bemerkung E3: Abhingigkeit von n, m und p°
und hoher Rechenaufwand, falls n grof. Deshalb: asymptotischer a-Niveau-Test, siche
auch Beispiel B Beachte: H = H™ und X = X™ hingen von n ab.

Wir definieren Q = Q™ : NI* — R durch
— (s —n-p)?
Q(n) h) =
=3 s

und betrachten die Teststatistik Q(H (X)) = QM (H™ (X ™)). Als partielle Motiva-
tion halten wir fest, dafs das starke Gesetz der groften Zahlen zeigt, dafs

lim Hy(X)/n=PP"({X; = k}) =)

n—oo

PP’ fs. gilt.
Wir untersuchen die Konvergenz der Verteilung von Q(H (X)) bzgl. PP’ fiir n — oo.
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Abbildung VIIL.7: Multinomialverteilung mit n := 10, m := 3, p := (1/4,1/4,1/2)
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Abbildung VIII.8&: Verwerfungsbereich in der Situation von Abb. VIIT1 fiir a := 0.05
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50 50

Abbildung VIIL.9: Multinomialverteilung mit n := 50, m := 3, p := (1/4,1/4,1/2)

Abbildung VIII.10: Verwerfungsbereich in der Situation von Abb. fir o := 0.05
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Abbildung VIII.11: Multinomialverteilung mit n := 10, m := 3, p := (1/8,3/8,1/2)

Definition 25. Sei d € N. Eine Zufallsvariable Y mit Dichte

1
fy(z) = 27 T(d)2)

2?71 exp(—2/2), x>0,
und fy(z) = 0 fiir # < 0 heilt x?-verteilt mit d Freiheitsgraden. Bez.: Y ~ x2.

Bemerkung 26. Fiir iid Zufallsvariablen Yi,...,Y; mit Y7 ~ N(0,1) und YV :=
S0, V2 gilt Y ~ x2. Siehe Krengel (2000, §14).

Abbildung zeigt die Dichten von X2 fiir d = 1,2, 4, 6.

Satz 27. Gelte
Zn ~ M(n,m,p)

fiir m > 2 und p € [0,1]™, wobei Y ;" | pr = 1, sowie
Y ~ in—l-

Dann folgt
Q™ (Z,) =Y.

Beweis. Siehe Krengel (2000, §14). O

Satz 28. Sei x7, 1., das (1—a)-Quantil der x*-Verteilung mit m—1 Freiheitsgraden.
Dann definiert der Verwerfungsbereich

Ry = {Q(n) o H" > X72n—1;1—a}
einen Signifikanztest zum asymptotischen Niveau « fiir ©¢ = {p"}, d.h.

lim PP ({X™ e R,}) = o

n—oo



3. TESTPROBLEME 143

0.5

0.4

aaoaQ
mwononn

BN

0.3

0.2

0.1

0.0
|

T T T T
0 5 10 15

Abbildung VIII.12: Dichten von y?-Verteilungen

Beweis. Sei F die Verteilungsfunktion von x?,_,. Es gilt
{X" € Ry} = {QWH"(X™)) > X\ 110}
Da F stetig ist, folgt mit den Satzen [@ und E7]

lim Ppo({X(n) € Ry}) =1—F(xp_11-0) = @

n—oo

O

Bezeichnung. Die Vorgehensweise aus Satz B8 wird als x2?-Anpassungstest bezeich-
net.

Beispiel 29. Wir betrachten die Situation aus Beispiel B4l mit der Hypothese ©¢ =

{p°} fiir m := 3 und fiir p° := (1/4,1/4,1/2).

Wir wihlen a := 0.05 und erhalten anfl;ka =5.99.... Fir n:= 10 und
H(xq,...,2,):=1(0,1,9)

ergibt sich
Q(H(z1,...,2,)) =33/5=6.6 > Xo0_1.1_a
so daR der y2-Anpassungstest die Hypothese ©y verwirft. Fiir n := 50 und

H(zq,...,2,):=(9,15,26)
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ergibt sich
Q(H (x1,...,m,)) = 38/25 = 1.52 < X0 _1.1_a

so daR der y2-Anpassungstest die Hypothese ©¢ nicht verwirft.

Bemerkung 30. Der y2-Anpassungstest 1iRt sich nach einer Diskretisierung auch im
Falle absolutstetiger Verteilungen auf R anwenden. Zum Testen der Hypothese, daf
die unbekannte Verteilung von X; gleich F, ist, wahlen wir m € N und p.d. Mengen
B, € B, mit U’,;”Zl B, = R%. Wir setzen

o S
k=1
und betrachten als neue und schwiichere Hypothes ©g = {p°} mit

pg = Py(By).

Beispiel 31. Wir illustrieren dieses Vorgehen anhand folgender Frage: Liefert ein
Zufallszahlengenerator auf [0, 1] gleichverteilte Zufallszahlen? Hier gilt P, := U([0, 1]).
Wir wihlen

By :=]|—00,1/m], B, =]1—1/m, 00|

und fir k=2,....m—1
By :=(k—1)/m,k/m].
Somit gilt fiir k=1,...,m
Py = Py(By) = 1/m.



Literatur

H.-O. Georgii, Stochastik, 3. Auflage, de Gruyter, Berlin, 2007.

Ch. M. Grinstead, J. L. Snell, Introduction to Probability, 2°¢ Editionﬁl, AMS, Provi-
dence, 1997.

O. Haggstrom, Finite Markov Chains and Algorithmic Applications, Cambridge Univ.
Press, Cambridge, 2002.

Ch. Hesse, Angewandte Wahrscheinlichkeitstheorie, Vieweg, Braunschweig, 2003.
A. Irle, Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik, 2. Auflage, Teubner, Stuttgart, 2005.

U. Krengel, Finfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik, 8. Auflage,
Vieweg, Braunschweig, 2005.

J. Lehn, H. Wegmann, FEinfiihrung in die Statistik, 5. Auflage, Teubner, Stuttgart,
2004.

E. Lesigne, Heads or Tails: An Introduction to Limit Theorems in Probability, AMS,
Providence, 2005.

D. Meintrup, St. Schaffler, Stochastik, Springer, Berlin, 2005.

Th. Miiller-Gronbach, E. Novak, K. Ritter, Monte-Carlo-Algorithmen, erscheint bei
Springer, Berlin, 2008.

A.N. Sirjaev, Wahrscheinlichkeit, Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1988.
A. N. Shiryayev, Probability, Springer, New York, 1984.

lsiehe auch:
http://www.dartmouth.edu/ chance/teaching _aids/books _articles/probability book/book.html

145



Definitionen und Bezeichnungen

x2-Anpassungstest,
x2-verteilt,

Additivitat,
Alternative, [[32
Arcussinus-Verteilung,

bedingte Wahrscheinlichkeit, [

Bernoulli-Verteilung,
symmetrisch, B4

Bias,

Binomialverteilung,

Borel-mefbare Abbildung,

Borel-Menge,

Dichte, siehe Wahrscheinlichkeitsdichte

direkte Simulation, [[9,

empirische Varianz, [Z]]
empirisches Mittel,
Ereignis, [

Ereignisraum, [
Ergebnis, [1
Ergebnisraum, [l
Erwartungstreue,
Erwartungswert,
Exponentialverteilung,

Fehlers 1. Art,
Fehlers 2. Art,

geometrische Verteilung, BT
Gleichverteilung
diskret,
kontinuierlich, [[9,

hypergeometrische Verteilung,

Hypothese, [T1

Indikatorfunktion, [Tl
Inversionsmethode,
Irrfahrt

einfach,

symmetrisch Bernoulli-, B4

Konfidenzintervall,
Konvergenz

in Verteilung,
Korrelationskoeffizient, B3
Kovarianz,
kritischer Bereich,

Laplace-Annahme, £
Lebesgue-Mafs,
Limes superior,

Machtigkeit,

Median,

Monotonie,
multinomialverteilt,

Normalverteilung
eindimensional, [7]

Operationscharakteristik, [35

paarweise disjunkte Mengen, H
Parameterraum, [[TA
Poisson-Verteilung,
Potenzmenge,

Produktmaf,
Produktraum,

Quadratmittel-Fehler,
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Quantil, empirisch,
Verwerfungsbereich,
Randverteilung,
Wahrscheinlichkeitsdichte, [74]

schwach konsistent, Wabhrscheinlichkeitsfunktion, P71
Schitzfunktion, [17 Wabhrscheinlichkeitsmafs, El
Schtzproblem, [17 Wahrscheinlichkeitsraum, Hl
Schétzvariable, [[TY diskret, £
o-Additivitét, H Wabhrscheinlichkeitsverteilung, El
o-Algebra,

Borelsch, Zufallsvariable,

erzeugt, absolutstetig verteilt,
o-Stetigkeit von oben, arcussinus-verteilt,
o-Stetigkeit von unten, Bernoulli-verteilt,
o-Subadditivitat, binomialverteilt,
Signifikanztest, diskret,
Standard-Normalverteilung exponentialverteilt,

eindimensional, [[7 geometrisch verteilt, BTl

mehrdimensional, gleichverteilt, [[3,
Standardabweichung, hypergeometrisch verteilt,
standardisierte Summenvariable, [Tl integrierbar,
stark konsistent, normalverteilt, [[7]
statistisches Experiment, [T6 Poisson-verteilt,
Stichprobenraum, [[T0 quadratisch integrierbar,

Realisierung,
t-Verteilung, standard-normalverteilt, [[1]
Tensorprodukt, Kl symmetrisch Bernoulli-verteilt, B2
Testproblem, [[T1 Zufallsvariablen
Teststatistik, identisch verteilt, [[3,
L iid, 4

Unabhangigkeit Realisierung,

einer Folge von Ereignissen, unkorreliert,

einer Eolge von Zufallsvariablen, [[H Zufallsvektor,

paa?"welse, .ﬂ:l]. absolutstetig verteilt,

zweier Ereignisse, eleichverteilt,

standard-normalverteilt,

Varianz,

Verteilung,
absolutstetig, [0
diskret,
gemeinsam,

Verteilungsannahme, [[T0

Verteilungsfunktion,

Zufallsvektoren

identisch verteilt,
Zufallszahlen,
zweiseitiger t-Test,
zweiseitiger Gaus-Test,
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