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Kapitel VIII

Schlieflsende Statistik

1 Statistische Modellbildung und statistisches Ent-
scheiden

Grundform wichtiger statistischer Fragestellungen:

(i) Zufallsexperiment mit unbekannter Verteilung Q).

(ii) Verteilungsannahme: @) € B fiir eine Menge P von Wahrscheinlichkeitsmafen
auf B,.

(iii) (a) Schétzproblem. Gegeben: Abbildung 7 : 9 — R. Bestimme 7(Q), einen
LAspekt” der Verteilung Q.

(b) Testproblem. Gegeben () # By C B. Entscheide, ob @ € PBo.

(iv) Verfiighar: Stichprobe (z1,...,2,) € R™?® aus n-maliger unabhiingiger Wieder-
holung des Zufallsexperimentes.

Bezeichnung. Fortan bezeichnen wir mit B(n,p), N(u,0?), ... auch die entspre-
chenden Wahrscheinlichkeitsmalfse auf 8.

Beispiel 1. Geschlecht eines Neugeborenen (1 = W, 0 = M), siche Beispiel I3
Hier d = 1 und

(i) @ = B(1,p), wobei p die Wahrscheinlichkeit, daf Neugeborenes weiblich.
(ii) P = {B(1,p) : p €]0,1[}.

(it)) () n(B(Lp)) :=p.
(b) o = {B(1,1/2)} oder Py == {B(L,p) : p < 1/2}.
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118 KAPITEL VIII. SCHLIESSENDE STATISTIK

(iv) Geschlecht bei n Lebendgeburten.

Bei einem Stichprobenumfang von n = 25171 123 scheint eine ,,verlafliche Bestim-
mung von 7(Q) und eine Entscheidung, ob 1(Q) € Py, moglich.
Das empirische Mittel

n

1 Z 12241 392
— . T, = ———
n o= 25171123

1=

= 0.4863 ...

legt nahe, dak n(Q) ungefihr 0.48 betragt und dafs @ # B(1,1/2) gilt. Siehe Hesse
(2003, p. 23).

Bemerkung 2. Studiert werden auch Varianten dieser Grundform, z. Bsp. abhén-
gige Beobachtungen oder RF-wertige Abbildungen 1. Die Modellierung und Analyse
solcher Fragestellungen ist Gegenstand der Mathematischen Statistik (Giitekriterien,
Optimalitatsaussagen, Quantifizierung von Risiken).

Bemerkung 3. Oft ist 8 in natiirlicher Weise parametrisiert, siche Beispiel [I1

Fortan betrachten wir der Einfachheit halber den Fall d = 1.

Definition 4. Ein statistisches Experiment mit Parameterraum © und Stichproben-
raum R™ ist gegeben durch

(i) eine Familie (2,2, P%)yco von Wahrscheinlichkeitsraumen,

(ii) einen Zufallsvektor (Xi,...,X,) : @ — R™ mit folgenden Eigenschaften. Fiir
alle ¥ € © ist
(X1,...,X,) unabhingig bzgl. P”

und
Py =...=P} .

Ferner ist Py, # Py, fiir alle 9,9’ € © mit 9 # ¢’
Bemerkung 5. In vorliegenden Kontext beschreibt die Menge
P={Py :0€0O}

die sogenannte Verteilungsannahme. Die konkrete Gestalt von 2, 2 und den Wahr-
scheinlichkeitsmafen P? ist im folgenden irrelevant. Die in Definition Bl (ii) geforderte
Injektivitat dient nur der mathematischen Bequemlichkeit, da sie die Identifikation
der Verteilung PY, € P mit dem Parameter ¢ € © erlaubt.

Wir nehmen an, daf die vorliegenden Daten (z1,...,x,) € R" eine Realisierung von
(X1,...,X,) sind, d.h.

(21,... 1) = (X1 (w),..., Xp(w)) € R"

fiir ein w € Q.



1. STATISTISCHE MODELLBILDUNG UND STATISTISCHES ENTSCHEIDEN119

Definition 6. Gegeben sei ein statistisches Experiment mit Parameterraum ©. Ein
Schdtzproblem ist definiert durch eine Abbildung

v:0 — R

Definition 7. Gegeben sei ein statistisches Experiment mit Stichprobenraum R™.
Eine Schdtzfunktion ist eine Borel-mefsbare Abbildung

gn: R" — R,

Bemerkung 8. Die Abbildung v und ebenso n mit n(Py,) = v(?) beschreibt einen
,Aspekt der Verteilungen P}Zl. Wichtige Beispiele sind der Erwartungswert und die
Varianz.

Zur Losung des Schéitzproblems wihlt man eine Schétzfunktion g, und schitzt (1)
durch

Gn(T1, .., xn) = gn(Xa(w), ..., Xy (w)).
Ziel: Fiir jedes v € O liegen die Werte der Zufallsvariable
gn(Xh e ,Xn)
auf (Q,2, PY) ,nahe “ bei v(1).

Beispiel 9. Geschlecht eines Neugeborenen, siehe Beispiel [l Modellierung durch

© :=10,1]
und
Py =B(1,p)
fiir p € ©. Das durch
V(p)=p

definierte Schétzproblem beschreibt die Bestimmung der zugrundeliegenden Vertei-
lung. Als Schétzfunktion fiir v haben wir bereits

1 n
n e Lp) im=m — i 1
o) o= P (1)

betrachtet.

Definition 10. Gegeben sei ein statistisches Experiment mit Parameterraum ©. Ein
Testproblem ist definiert durch eine Menge

@#@Og@a

genannt Hypothese.
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Definition 11. Gegeben sei ein statistisches Experiment mit Stichprobemraum R™.
Ein Verwerfungsbereich ist eine Borel-Menge

R, €°B,.
Bemerkung 12. Die Hypothese ©( definiert eine Teilmenge
@7&‘130:{]3321 0 €O} CP.

Zur Losung des Testproblems wéhlt man einen Verwerfungsbereich R, und lehnt die
Hypothese ©¢ (bzw. ,J € Oy oder ,,P}?l € Po“) genau dann ab, wenn

(21, ..., 1) = (X1 (W), ..., Xp(w)) € R,

gilt.
Ziel: Fiir jedes v € O ist die Wahrscheinlichkeit

Pﬁ({(Xla cee >Xn) € Rn})
des Fehlers 1. Art ,klein®, und fiir jedes ¥ € © \ O ist die Wahrscheinlichkeit
Pﬁ({(Xla B 7XTL) ¢ Rn})

des Fehlers 2. Art .klein®. Siehe jedoch Bemerkung B (ii).

Die in den Bemerkungen B und genannten Ziele bei Schétz- und Testproblem
entsprechen jeweils einer worst case-Analyse iiber alle 9 € ©.

Beispiel 13. Geschlecht eines Neugeborenen, siehe Beispiel @ Die durch

@0 = {1/2}

oder

O :=10,1/2]

definierten Testprobleme betreffen die Hypothesen, dafs Neugeborene mit gleicher
Wahrscheinlichkeit weiblich wie ménnlich sind bzw. daf weibliche Lebendgeburten
mit kleinerer Wahrscheinlichkeit auftreten.

Im Fall ©g := {1/2} ist die Wahl eines Verwerfungsbereiche von der Form
R, ={x e R" : |gn(x) — 1/2| > k,}

mit g, geméf () und &, > 0 naheliegend.
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Beispiel 14. Analog: Halbwertszeit, siche Beispiel VTIPIR Hier gilt
© :=10, 00|

und
P}, == Exp()\)

fiir A € ©. Die Bestimmung der Halbwertszeit entspricht einem Schétzproblem mit

Die Entscheidung, ob die Halbwertszeit hq vorliegt, entspricht einem Testproblem mit
@0 = {1Il(2)/h0}

Ausblick: nicht-parametrische Statistik.

2 Schatzprobleme

Wir betrachten fiir ein statistisches Experiment, gegeben durch (2,2, P?)yco und
X =(Xy,...,X,) : Q@ — R" ein Schitzproblem, gegeben durch

v:0 =R
Bezeichnung. Wir setzen
LV =g (AP, L) =£,(0,A PY)

und bezeichnen mit E” und Var” den Erwartungswert bzw. die Varianz bzgl. P?. Eine
Eigenschaft gilt PY-fast sicher (f.s.), falls sie fiir alle w aus einer Menge A € 2 mit
PP(A) = 1 gilt.

Definition 1. Die Schdtzvariable zu einer Schatzfunktion g, : R® — R ist die Zu-
fallsvariable g,,(X).

Definition 2. Eine Schitzfunktion g, : R® — R heifst erwartungstreu fiir ~, falls
Vi € © : EY(g,(X)) = 7(9).
Eine Folge von Schétzfunktionen g, : R™ — R heifst
(i) schwach konsistent fiir ~y, falls

VY €O Ve >0: lim P'({|g.(X) —~y(9)| > ¢}) = 0.
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(ii) stark konsistent fir ~, falls

Vi € ©: lim g,(X) =~(v) PV-fs.

n—oo

Bemerkung 3. Die starke Konsistenz impliziert die schwache Konsistenz, siehe Satz

VT2

Wir untersuchen die Schétzung eines Erwartungswertes, siehe Beispiele [d und T4

Definition 4. Sei z = (z1,...,x,) € R™. Dann heifst

n
_ 1
LTy = — E €T
n <
=1

empirisches Mittel der Stichprobe .

Die zugehorige Schitzvariable ist

Satz 5. Gelte X € £V fiir alle ¥ € O, und sei
A (0) = B (X)),

Dann definieren die empirischen Mittel g,(z) := T, eine stark konsistente Folge von
erwartungstreuen Schéatzfunktionen fiir ~.

Beweis. Fiir jedes ¥ € O gilt
— 1 —
B (gn(X)) = B'(Xa) = —- 3 E'(Xi) = (V).
i=1

Die starke Konsistenz ist genau das starke Gesetz der grofen Zahlen. O

Beispiel 6. In Beispiel M mit den Daten aus Beispiel [ gilt fiir jedes p € ]0,1]
aufgrund der Tschebyschev-Ungleichung

PP({|X, —p| >107%}) <9.9-1077,
Pr{|IX, —p|>107°}) <9.9.1077

und aufgrund der Hoeffdingschen Ungleichung, siehe Satz VT,

PP{|X, —p| > 1072}) < 9.2. 107287,
PP({| X, —p| >107°}) <2.7-107%,
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Wir untersuchen nun die Schéatzung der Varianz.

Definition 7. Sei x = (xy,...,x,) € R". Dann heifit

n

1
2 N2
Sy = 3" g (x; — Tp)

i=1

empirische Varianz der Stichprobe x.
Satz 8. Gelte X; € £J fiir alle ¥ € ©, und sei
v(9) := Var’ (X,).

2

- eine stark

Ferner sei n > 1. Dann definieren die empirischen Varianzen v, (z) := s
konsistente Folge von erwartungstreuen Schétzern fiir .

Beweis. Setze pu(9) := E?(X)). Es gilt

) = S () + (09) — 7))

=L S ) — - (u(9) - T

—71—1.@,:1 n—1
Mit Satz VIR folgt
9 _ . n L VA Ve v
B (5,(X)) =~ 4(9) = —— - Var(X,)
n 1
= -y(9) — -y(9) = v(9).
(@) — —— (9) = 1(0)

Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen gilt P?-f.s.

n

. 1
g Z(X — u()? = B’ (X, — p(v))? = Var’ (X))
und
lim X, = p(v).

Es folgt PY-fs.
lim v, (X) = ~(9).

n—oo

Bemerkung 9. Fiir die empirische Varianz gilt

1 n
2 2 —2
sn—n 1- E r; —n-x, |,
=1

wie der erste Teil des Beweises von Satz B mit p(v) := 0 zeigt.
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Beispiel 10. In Beispiel [ betrédgt die empirische Varianz 0.2498. . ..

Beispiel 11. Sei © := [0, 1] und fiir p € © gelte Py, = B(1, p). Ferner sei

1(p) :==vp-(1-p)
die entsprechende Standardabweichung. Fiir jede Schatzfunktion g; gilt
E(91(X)) =p-9:1(1) + (1 = p) - 91(0).

Also existiert keine erwartungstreue Schétzfunktion fiir v. Analog fiir n > 1.

Stichwort: asymptotische Erwartungstreue.
Wir studieren nun folgende Fragen:

(i) Wie definiert man die ,Giite" einer Schatzfunktion?
(ii) Kennt man ,optimale* Schatzfunktionen?

(i) Wie ,verldflich” ist ein Schatzwert?

Zunéchst zur Frage (i).

Definition 12. Der Quadratmittel-Fehler einer Schatzfunktion g, fiir v ist definiert
als

R’ (g,) == E’(ga(X) — v(1))*,
falls g,(X) € £3.

Definition 13. Der Bias einer Schatzfunktion g, fiir v ist definiert als
B"(g,) := E”(ga(X)) = (9),
falls g,(X) € £V.
Bemerkung 14.
(i) Die Erwartungstreue ist dquivalent zu

VY € ©: BY(g,) = 0.

(ii) Der Quadratmittel-Fehler wird auch als Risiko bei quadratischer Verlustfunktion
bezeichnet. Es gilt

R’(gn) = Var’(gu(X)) + (B (gn))*,

siehe | UBUNG |
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Im folgenden sei

g () = Tp.

Beispiel 15. Fiir die Schiitzung des Erwartungswertes gilt B?(g*) = 0 und
1
R’(gy) = — - Var’ (X)),
n

falls X; € £3. In der Situation von Beispiel M folgt

o P (1-p)
RP =—F
(9n) "
und weiter |
sup RP(g") = —.
sup (9n) = 1

In der Situation von Beispiel MM gilt v(\) = In(2) - E*(X;), und es folgt

R(In(2) - g3) = 2

so dafs der Quadratmittelfehler zwar fiir jeden Parameter A > 0 mit n — oo gegen
null strebt, aber fiir jedes n € N unbeschréankt auf © = ]0, oo[ ist.

Wir untersuchen die Frage (ii) der Optimalitdt exemplarisch fiir die Problemstellung
aus Beispiel I8 Im folgenden sei

7(p) == EP(X1) = p.
Firp €]0,1] und z € D := {0, 1}" sei
L.(p) == PP({X = z}) = p*@ . (1 — p)n~*@)

mit
k(x):=|{ie{l,...,n} :2; = 1}|
die sogenannte Likelihood-Funktion, vgl. , sowie

die sogenannte Log-Likelihood-Funktion.

Satz 16 (Ungleichung von Fréchet, Cramér, Rao). Jede erwartungstreue Schitzfunk-
tion g, : R" — R fiir ~ erfiillt

» 1
Vp €10,1[: RP(gn) > W.
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Beweis. Fiir g, wie oben gilt

p=E(gn(X)) = gn() - Lu(p)

zeD

und somit

L= gu(@) - Ly(p) = D> gulx) - £,(p) - La(p) = EP(gu(X) - ().

zeD zeD

Aus ) . L.(p) =1 folgt
0=> L,(p) = L(p)- Lo(p) = EP( (p)).

zeD zeD

Also liefert die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

1= (P00~ 7(0) - 6 0))) < Varr (g (X)) - E¥((¢(p)?).
]

Bemerkung 17. Im Beweis von Satz wurde die konkrete Verteilungsannahme
nicht wesentlich genutzt. Die untere Schranke des Satzes gilt deshalb unter viel allge-
meineren Voraussetzungen. Siehe Krengel (2000, §4.5) und Irle (2001, p. 308).

Wir erhalten die Optimalitét des empirischen Mittels in einem sehr starken Sinn.
Satz 18. Es gilt
Vp €10,1[: RP(g;) = inf {RP(g,) : gn erwartungstreue Schétzfunktion fiir v} .

Beweis. Man verifiziert

(0 (p)?) = ——.
siehe Krengel (2000, p. 68), und wendet Satz [[6 und Beispiel [ an. O

Satz [[§ besagt, dak g eine gleichméfig beste erwartungstreue Schétzfunktion in der
vorliegenden Situation ist. Letzteres ist wesentlich, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 19. Sei © := R und
Py =U([¥ —1/2,9 +1/2])
fiir ¥ € ©. Zu schitzen ist
v(9) == EY(X,) = 0.
Setze

max (1, T2, x3) + min(zy, 2, x3)

93(951,9527333) = 5 .

Dann ist g, erwartungstreu fiir v mit

V9 €0: R(g,) < R(g}).

Siehe .
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Schliefslich behandeln wir Frage (iii).

Definition 20. Sei a € ]0,1[. Zwei Borel-mefbare Abbildungen ¢,,7, : R — R
bilden ein Konfidenzintervall fiir v zum Niveau 1 — «, falls

Vo € ©: PY({y(0) € [lu(X), rn(X)]}) > 1 —a.

Bemerkung 21. Gesucht sind ,moglichst kleine“ Konfidenzintervalle. Man beachte,
dak nicht v(¢) sondern [¢,(X), r,(X)] zufallig ist.

Im folgenden behandeln wir den Spezialfall
Y(9) = E'(X1)

und Intervalle der Form

mit Borel-mefbaren Abbildungen
by, : R" — [0, 00].

Bemerkung 22. Die Abbildung b,, definiert genau dann Konfidenzintervall fiir den
Erwartungswert zum Niveau 1 — «, wenn

v e0: P({IX, - E(X))] <b(X)}) >1—a.

Zur Festlegung von b, ist deshalb die Tschebyschev-Ungleichung anwendbar, falls (eine
Schranke fiir) supyce Var’(X;) bekannt ist. Auf diese Weise erhilt man jedoch oft zu
grofke Konfidenzintervalle.

Beispiel 23. Fortsetzung von Beispiel [l Konfidenzintervalle deterministischer Breite
2 - b, mittels der

(i) Tschebyschev-Ungleichung: Es gilt
1 1

NIy A
4b%n @ 4--n

(ii) Hoeffdingschen Ungleichung: Es gilt

In(2/a)

2. —2-02-n)=a&b,= .
exp( Seon) =« 5 r

Auf diese Weise erhalt man

‘ @ ‘ b, per T-Ungl. ‘ b, per H-Ungl. ‘
0.05 |4.5-107* 2.8-1074
0.01 |1.0-1073 3.3-1071
0.001 | 3.2-1073 3.8-1071
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Nun bestimmen wir Konfidenzintervalle fiir den Erwartungswert unter Normalvertei-
lungsannahmen. Wir unterscheiden dabei zwei Félle:

(i) Die Varianz ¢® > 0 ist bekannt. Also © := R und P¥ := N(u,0?) fiir p € ©.

(ii) Die Varianz ist unbekannt. Also © := R x |0, co[ und P)((”l’a) = N(u,o?) fiir
(o) €©.

Zuachst stellen wir einige Eigenschaften der Normalverteilung zusammen.

Satz 24. Seien a,b, u, ; € R mit a # 0 und o, 0; € ]0, 00].
(i) Falls X ~ N(u,0?%),dann a- X +b~ N(a-pu+b,a?-c?).

(ii) Falls X3, ..., X, unabhéngig und X; ~ N(p;,07), dann Y"1 | X; ~ N(, 0?) mit
pi=y o p;und 0% =" o

Beweis. | UBUNG |. O

Satz 25. Unter der Normalverteilungsannahme definiert

by = % d(1 - a/2)

2 ein Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert zum Niveau

bei bekannter Varianz o
1— .

Beweis. Satz 24 zeigt

|5

7 = (X, — E*(X1)) ~N(0,1)
bzgl. P*. Fiir alle b, > 0 folgt

PH{[X, — EM(X0)] < b)) = PP({|Z] < vn/o - ba})
=2.0(y/n/o-b,) — L.

Schlieflich gilt
2-®(njo-b,)—1l=1-asb,=0/vn - ® (1 —a/2).
O

Beispiel 26. Die Abbildungen VIILT und VTIT2 zeigen 5 bzw. 50 Konfidenzintervalle
nach der Konstruktion aus Satz [Z5] mit

a = 0.05, o= 2, n:=15

(und p = 3).
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5 Realisierungen

T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6

Stichprobe bei 1. Realisierung: 3,3.4,1.7,6.1,55,0.6,2.6,4.8,3.7,2.7,2.8,2.2,2.3,0.4, 0.4, empir. Mittel: 2.9

Abbildung VIIIL.1: Konfidenzintervalle unter Normalverteilungsannahme bei bekann-
ter Varianz

50 Realisierungen

T T T T T T
0 10 20 30 40 50

Stichprobe bei 1. Realisierung: 6.1,6.8,3.8,35,14,-05,-0.7,6.2,56,2.7,6.8,-0.3,5.2,2.2,2.2, empir. Mittel: 3.4

Abbildung VIIIL.2: Konfidenzintervalle unter Normalverteilungsannahme bei bekann-
ter Varianz
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Bei unbekannter Varianz ist es naheliegend o durch die empirische Varianz v,(x) :=

s zu ersetzen. Im folgenden sei n > 1 und X7,..., X/ iid mit X] ~ N(0,1). Setze

n

X', = i X/ /n,
i=1

X'=(X],...,X])

n

und L
T’ X'n

\/vn(X’)/n.

Beachte: in der Definition von 77 ist der Nenner fast sicher ungleich Null.

Lemma 27. Die Zufallsvariable T besitzt die Dichte

T) = L(n/2) (1422 (n— 1)),
Iol2) T((n—1)/2) /7 (n—1) (t+a/n=1)
Beweis. Siehe Irle (2001, Kapitel 20). O]

Bemerkung 28. Die Dichte f,, ist symmetrisch, und fiir alle z € R gilt
lim f,(z) = 1/V27 - exp(—2?/2).

Definition 29. Die Verteilung der Zufallsvariable 7 heifst ¢- Verteilung mit n — 1
Freiheitsgraden. Bez.: t,,_1.

Die Abbildungen und [VTIT 4| zeigen die Dichten und Verteilungsfunktion von t;
bzw. to. Zum Vergleich sind auch die Dichte und die Verteilungsfunktion von N(0, 1)
angegeben.

Bemerkung 30. Zur Berechnung der Verteilungsfunktion von t,, und entsprechender
Quantile: Numerik, Tabellen, Plots.

Lemma 31. Bzgl. P*9) gilt

X, — 1t
~t, 1
v (X)) /n
Beweis. Setze
X N H
[ O_

Bzgl. P#) gilt X1, ..., X/ iid und X, ~ N(0, 1). Ferner gilt

- =X X,
M= =T
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0.4

0.2

0.1

0.0
|

T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung VIII.3: Dichten von t¢-Verteilungen

1.0

0.8
|

0.6

0.4

0.2
|

Abbildung VIII.4: Verteilungsfunktionen von t-Verteilungen
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und

Fazit

X/ CXn X

Vo X0 Ji/f \/T/f

O

Satz 32. Sei t,_1,1_q/2 das (1 —a/2)-Quantil von t,_;. Unter der Normalverteilungs-
annahme definiert

by(z) := Un(@)

“th1;1-a/2

bei unbekannter Varianz ein Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert zum Niveau
1—a.

Beweis. Vgl. Beweis von Satz Al Sei F), := F, die Verteilungsfunktion von
Xn— 1
v (X)/n

Fiir alle © € R und o > 0 gilt gemaf Lemma BT

TL':

PUO{[ Xy — pl < 0(X)}) = PP ({|Zn] < tuota—asa})
= F(ty-1;1-0/2) — F(=tyn-1;1-a/2)
=2 F(tn—l;l—a/Q) —1
=2(1-a/2)-1=1-q.

Beispiel 33. Fiir a := 0.05 ergibt sich

| n | 21 | 51 101 |
| to—ti1—ay2 || 2.09... [ 2.01... [ 1.98... |

Zum Vergleich: ®'(1 — a/2) =1.96. ...

Beispiel 34. Die Abbildung zeigt 50 Konfidenzintervalle nach der Konstruk-
tion aus Satz B2 mit
a = 0.05, n:=15

(und p := 3 sowie 0 1= 2).
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50 Realisierungen

T T T T T T
0 10 20 30 40 50

Stichprobe bei 1. Reallisierung: 3.2,4.8,4.8,4.7,0.3,3.1,48,17,-18,-25,4.2,5,25,1.7, 1.7, empir. Mittel: 2.6

Abbildung VIIL.5: Konfidenzintervalle unter Normalverteilungsannahme bei unbe-
kannter Varianz

Ausblick: asymptotische Konfidenzintervalle. Gelte
V9 €O : X, € L) AVar’(X)) > 0.

Setze

b () = “"T(‘”) o1 = a)2).

Satz 35. Fiir jedes « € 0, 1] gilt

v € ©: lim P'({|X, —E’(X))| < b (X)}) =1 — av.

n—o0

Beweis. Beruht auf dem Zentralen Grenzwertsatz. Siehe | MC-Buch | O

Beispiel 36. Wir ergédnzen die Konfidenzintervalle aus Beispiel um asymptoti-
sche Konfidenzintervalle nach der Konstruktion aus Satz Siehe Beispiel [ zum
entsprechenden Wert der empirischen Varianz.

‘ Q ‘ b, per T-Ungl. | b, per H-Ungl. ‘ b, asymp. per ZGS ‘
0.05 |4.5-107* 2.8-1071 1.95-107*
0.01 |1.0-1073 3.3-1071 2.57-1074

0.001 | 3.2-1073 3.8-107% 3.27-1074



