Inhaltsverzeichnis

il



Kapitel V

Absolutstetige Modelle

Ist X eine diskrete Zufallsvariable auf (2,2, P), so gilt P({X € D}) = 1 fiir eine
abzdhlbare Menge D C R, und fiir alle A € B, folgt

PUXeAp)=P{XeAyn{XxXeD)= Y PH{X=uz}).

x€AND

In diesem Kapitel untersuchen wir Zufallsvariablen, bei denen die Summation der
Wahrscheinlichkeitsfunktion z +— P({X = z}) iiber AN D durch die Integration einer
geeigneten Funktion x +— fx(x) iiber A ersetzt wird. Also

PH{X € A}) = /Afx(x) dx.

1 Wahrscheinlichkeitsdichten

Bemerkung 1. Integralbegriffe fiir Funktionen f : R? — R:
(i) Lebesgue-Integral (Vorlesung Analysis IV), siehe auch Georgii (2007, p. 17).

(ii) Spezialfall: Uneigentliches Riemann-Integral (Walther, Analysis II, Springer-
Verlag, 1990, §7.20).

(iii) Spezialfall: Fiir abgeschlossene Intervalle B; C R und B := By X - -+ X By C R4
sei f|p stetig. Setze BK) := BN [—K, K|%. Falls sup ey [0 |f(2)] dr < 00, so
gilt

/ f(x)dr = lim f(z)dx.
B K—oo B(K)

K):[

Berechnung von fB(K) f(z)dr mit B ap,by] X -+ X [aq,bg] als iteriertes

Integral
bq

b1
f(x)da::/ flzy,. .. xq)dag. . . dzy.
B(K) al a

d
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74 KAPITEL V. ABSOLUTSTETIGE MODELLE

Definition 2. f : R? — R, heikt Wahrscheinlichkeitsdichte, kurz Dichte, falls f
(Lebesgue)-integrierbar mit

f(z)de = 1.
R4
Satz 3. Jede Dichte f definiert durch
P(A) = / f(z)dx, A € By,
A
ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf B,.
Beweis. Klar: P >0 und P(R?Y) = 1.

Fir Al,AQ, ... € %d pd und A := Ujil Az gllt

PA) = [ @) f@yde = [ 310 fo)do

2 /R Lay(@) - (@) dw = P(Ay)

aufgrund des Satzes von der monotonen Konvergenz. O

Vgl. Satz Bl mit Satz [MMBl iiber Wahrscheinlichkeitsfunktionen.

Nun zur Eindeutigkeit von Dichten.

Lemma 4. Seien f,g: R? — R integrierbar. Dann sind dquivalent:

(i) VAeB,: / f(z)de = / g(x)dx,
A A
(i)  Ma({z eR?: f(z) # g(x)}) = 0.
Beweis. Folgt aus Meintrup, Schéiffler (2005, Satz 2.15). O

Ausblick: singuldre Verteilungen.

2 Absolutstetig verteilte Zufallsvariablen

Satz B und Bemerkung [VIBH erlauben die Modellierung von Verteilungen durch
Vorgabe ihrer Dichten. Ein erstes Beispiel haben wir mit Definition [TIHZ2 kennen-
gelernt.

Im folgenden sei d € N und X = (Xy,...,X,) bezeichne einen d-dimensionaler Zu-
fallsvektor auf (2,2, P).
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Definition 1. X heilst absolutstetig verteilt, falls Py eine Dichte besitzt. Diese wird
gef. mit fy bezeichnet.

Definition 2. Sei B € B, mit Lebesgue-Maf (Lénge, Flicheninhalt, Volumen)
Ai(B) € 0, 00[. Ein Zufallsvektor X mit Dichte

1

fX(x) = )\d(B)

heilt gleichverteilt auf B. Bez.: X ~ U(B).

Bemerkung 3. Fiir X ~ U(B) und A € 9B, gilt

Pe(A) = —— .[41B(x) di = %.

Beispiel 4. Dichte und Verteilungsfunktion von X ~ U(]a, b]) mit a < b sind gegeben
durch

L falls x € [a, ]
) = b—a’ )
fx(@) {O, sonst
und
0, falls z < a
Fx(r) = ¢ £2, falls x € [a, D]
1, sonst.

Beispiel 5. X ~ U(B) zur Modellierung von Pfeiltreffer auf Dartscheibe, Gliicksrad.

Wichtige Anwendung der Gleichverteilung: Zufallszahlen und stochastische Simulati-
on, siehe Kapitel [l

Definition 6. Eine Zufallsvariable X mit Dichte

A-exp(—Az), fallsz >0
fx(x) =
0, sonst,

fir A > 0 heilt ezponentialverteilt mit Parameter A. Bez.: X ~ Exp(\).

Bemerkung 7. Fir X ~ Exp(A) und z > 0 gilt

Fx(z)=X- /OJ»‘ exp(—Ay) dy = 1 — exp(—Az)

Klar: Fx(z) =0, falls z < 0.

Beispiel 8. Dichten und Verteilungsfunktionen exponentialverteilter Zufallsvariablen

sind in den Abbildungenen V1] und dargestellt.
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Abbildung V.1: Dichten exponentialverteilter Zufallsvariablen
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Abbildung V.2: Verteilungsfunktionen exponentialverteilter Zufallsvariablen
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Nun: Charakterisierung der Exponentialverteilung durch ihre Gedéachtnislosigkeit.
Satz 9. Fiir eine Zufallsvariable X mit
e P({X >0})=1und
e Vt>0: P{X>1t})>0
sind aquivalent
(i) IA>0: X ~ Exp()),
(i) Vs,t >0: P{X >t+s}|{X >t}) = P{X > s}).

Bewets. Siehe und vgl. . O

Beispiel 10. X ~ Exp(\) zur Modellierung von Lebensdauern, Wartezeiten, ra-
dioaktivem Zerfall. Beim radioaktiven Zerfall bezeichne X den Zerfallszeitpunkt. Die
Halbwertszeit h > 0 ist definiert durch

P(X <h))= 3

Man erhalt
h =1n(2)/\.
Siehe auch Beispiel VTIBIR

Lemma 11. Fiir g € R und o > 0 gilt

/oo exp (—M> dx = V2702,

202

—00

Beweis. OBdA p =0 und o = 1 (Substitutionsregel). Es gilt

00 2 2 2 2
(/ exp (—%) dx) :/ exp (_x —;—y ) d(z,y)
—00 R2
27 (o] 7"2
:/ / exp (——) ~rdrde
o Jo 2
2 D
=2m- (—eXp (_r_)) ’ = 2m.
2 0

Definition 12. Eine Zufallsvariable X mit Dichte

fx(@) = ﬂ%.exp (_%)

fir 4 € R und o > 0 heikt normalverteilt mit Parametern p und o2. Bez.: X ~
N(u, 0?). Standard-Normalverteilung als Spezialfall: =0 und o = 1.
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Abbildung V.3: Dichten normalverteilter Zufallsvariablen
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Abbildung V.4: Verteilungsfunktionen normalverteilter Zufallsvariablen
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Beispiel 13. Dichten und Verteilungsfunktionen normalverteilter Zufallsvariablen

sind in den Abbildungenen und 4] dargestellt.

Beispiel 14. X ~ N(u,0?) zur Modellierung von (Mef)Fehlern. Siehe Abschnitt
VTIB zur zentralen Rolle der Normalverteilung in der Stochastik.

Bemerkung 15. Es gibt keine explizite Formel fiir die Verteilungsfunktion Fx, falls
X ~ N(u,0?). Bez.: & = Fy, falls X ~ N(0, 1), also

B(z) = \/%/_Oo exp <_y;) dy.

Zur Berechnung von ® und entsprechender Quantile: Numerik, Tabellen, Plots.

Nun: der Zusammenhang zwischen Dichten und Verteilungsfunktionen.

Satz 16. Fiir eine Zufallsvariable X sind dquivalent

(i) Fy stetig differenzierbar,

(ii) X absolutstetig verteilt mit stetiger Dichte fx.
Gilt (i) oder (ii), so folgt F% = fx.

Beweis. “(i) = (ii)“ Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

Fx(z) = / " P (u) du.

Gem. Satz MDA stimmt Px mit dem Wahrscheinlichkeitsmafs mit der Dichte F%
iberein.

“(ii) = (i)“ Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. O

Ausblick: absolutstetige Funktionen.

Nun speziell: mehrdimensionale Dichten. Analytisches Hilfsmittel: der Satz von Fubini.

Lemma 17. Falls fx Dichte von Py ist, so besitzt Py, die Dichte

Ixi (i) = Ix(T1, 24, T2) d(T1, T2)
Rd-1

mit

I = (33'1, e 7«1'1'71)7 EQ = (xiJrl, N ,l'd).
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Beweis. Fiir A; € By sei A :=R" ! x A4; x R Dann
PX; € A1) = PUX € A}) = [ fx(a)da

- /- /// YR r——

—/ o fX(xlaxzaxQ) d(l'l,l'g) dxla
A; JR

::;(’xi)
und g ist eine Dichte. O
Beispiel 18. Pfeiltreffer auf Dartscheibe. Hier

1
=—-1
[x (@1, 72) 2 K (71, T2)

mit

K = {(71,72) € R* : 2% + 23 < 1%},
Also fir oy € [—r,7]
1 Ve P

2 ) o r

le $1 /fX !E1,$2 d$2

sowie fx,(z1) =0, falls |x;| > r. Klar

Jxi =[x

Definition 19. Das Tensorprodukt f1®...® f; : R? — R von Abbildungen f; : R — R
ist definiert durch

f1 ® e ® fd(ZL') = fl(xl) LU fd(xd)-
Vgl. Abschnitt [TIBL

Lemma 20. Falls fi, ..., f; Dichten auf R, so ist f; ® ... ® f; Dichte auf R%.

Beweis. Klar. Vgl. Lemma [TIB2 O
Satz 21.

(i) Falls Xy,..., X, unabhéngig mit Dichten fy,, so besitzt X die Dichte
Ix=Ix,®...® fx,

(ii) Falls X die Dichte
Ix=hH®...® fa

mit eindimensionalen Dichten f; besitzt, so sind Xi,..., X; unabhéngig mit

Dichten fx, = fi.
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Beweis. Ad (i): Geméf Satz B und Lemma PO definiert

Q(A) ::/AfX1®...®fXd(x)dx, A € By,

ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf 98,. Speziell fir A := A; x--- x Ay mit A; := |—o00, bj]

PUx e ap =J[PUxiean =] [ retwdn

i=1
d
= / / I fx. (@) dea. . dey = Q(A).
A Aa =1
Satz MMM (i) zeigt Px = Q.
Ad (ii): Fir Ay,..., A3 € B und A := A x -+ x Ay gilt
P{X e A}) = / fx(z)dx = fi(zy)dzy -+ | fa(zg) dxg.
A Az Aqg
Insbesondere
P{Xi€ AY) = [ filw) s
A;
d.h. f; ist Dichte von X;, und weiter

d d

P(ﬂ{Xi c Ai}) =[[PUXi € A}).

i=1 i=1

Bemerkung 22. Satz ZI ermoglicht die Modellierung der ,unabhéngigen Hinterein-
anderausfithrung” von Einzelexperimenten, deren Verteilungen Dichten besitzen.

Beispiel 23. Pfeiltreffer auf Dartscheibe, siehe Beispiel [[8. Satz Pl zeigt, daft X, X,

nicht unabhéngig sind.

Definition 24. Ein d-dimensionaler Zufallsvektor X mit Dichte

heiRt standard-normalverteilt (in R?).

Beispiel 25. Die Dichte eines 2-dim. standard-normalverteilten Zufallsvektors ist in

Abbildung V.3 dargestellt.
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Abbildung V.5: Dichte eines 2-dim. standard-normalverteilten Zufallsvektors



Definitionen und Bezeichnungen

Additivitat, eindimensional, [[7]

Arcussinus-Verteilung, o
paarweise disjunkte Mengen, Hl

bedingte Wahrscheinlichkeit, [ Poisson-Verteilung,

Bernoulli-Verteilung, Potenzmenge,
symmetrisch, B2l Produktmaf,

Binomialverteilung, Produktraum,

Borel-Menge, ‘
Quantil, 24
Dichte, siehe Wahrscheinlichkeitsdichte
3 [ .V
direkte Simulation, Randverteilung,

Ereignis m o-Additivitét, 4]
Ereignisraum, [I] o-Algebra,
Ergebnis, [ Borelsch,

erzeugt,
o-Stetigkeit von oben,
o-Stetigkeit von unten,

Ergebnisraum, [
Exponentialverteilung,

geometrische Verteilung, BTl o-Subadditivitat,
Gleichverteilung Standard-Normalverteilung
diskret, eindimensional, [
kontinuierlich, [[9, mehrdimensional,
hypergeometrische Verteilung, Tensorprodukt,
Indikatorfunktion, [Tl Unabhingigkeit
Inversionsmethode, einer Folge von Ereignissen,
Irrfahrt einer Folge von Zufallsvariablen,
symmetrisch Bernoulli-, B4 paarweise, [[1]

Laplace-Annahme, £ zweier Ereignisse, [0

Lebesgue-Maf, E7 Verteilung,
absolutstetig,
diskret,
gemeinsam,

Verteilungsfunktion,

Normalverteilung empirisch,

Michtigkeit,
Median,
Monotonie,
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DEFINITIONEN UND BEZEICHNUNGEN

Wahrscheinlichkeitsdichte, [74]
Wahrscheinlichkeitsfunktion, 271
Wahrscheinlichkeitsmafs, B
Wahrscheinlichkeitsraum, B
diskret,
Wahrscheinlichkeitsverteilung, €

Zufallsvariable,
absolutstetig verteilt, [
arcussinus-verteilt,
Bernoulli-verteilt,
binomialverteilt,
diskret,
exponentialverteilt,
geometrisch verteilt, BTl
gleichverteilt, [[Y, [
hypergeometrisch verteilt,
normalverteilt, [[7]
Poisson-verteilt,
Realisierung,
standard-normalverteilt, [/
symmetrisch Bernoulli-verteilt, B

Zufallsvariablen
identisch verteilt, [3,
iid, @

Realisierung,
Zufallsvektor,

absolutstetig verteilt,

gleichverteilt,

standard-normalverteilt,
Zufallsvektoren

identisch verteilt,
Zufallszahlen,
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