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folgt
PH{X =a})=0.

Die Mengen {X = a} mit « € S sind p.d. Ist Q abzdhlbar, so gilt
Q= U {X=a}
a€Sy
mit einer abzdhlbaren Menge Sy C S. Damit ergibt sich der Widerspruch

1=PQ)=> P{X=a})=0.

a€Sy

5 Die symmetrische Bernoulli-Irrfahrt

Definition 1. X heilst symmetrisch Bernoulli-verteilt, falls
P{X=1}H)=P{X =-1})=1/2.
Bez.: X ~ SB.

Im folgenden seien Yi, ..., Y7y iid mit ¥; ~ SB. Der Einfachheit halber gelte Y;(£2) =
{=1,1} fir alle j € {1,...,T}. Wir setzen Sy := 0 und

t
St ::ZY}:St_l—}—Y;

J=1

firt e {1,...,T}.

.....

zeitabhéngiger zufélliger Phénomene. Anwendungen z. Bsp.

e Physik, S; eine Koordinate der Position eines Teilchen nach ¢ Kollisionen,

e faires Spiel zweier Spieler I und II, S; Stand aus Sicht von I nach ¢ Runden,

siehe Beispiel M3

Ausblick: Trrfahrten auf Gruppen. Finanzmathematik: |0, oo[ mit Multiplikation, Kar-
tenmischen: symmetrische Gruppe mit Komposition.

In den Abbildungen zeigen wir je eine Simulation der Irrfahrt fiir 7' =
50, 100, 1000. Siehe Beispiel MBI zur Simulation der Zufallsvariablen Y.

Nun: Gedéchtnislosigkeit der Irrfahrt (Markov-Eigenschaft), siche auch Georgii (2007,
Kap. 6) und Krengel (2000, Kap. 15).
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Abbildung II1.11: 7" = 50, end=2, max=7, fueh=36
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Abbildung I11.12: T"= 100, end=0, max=7, fueh=86
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T=1000
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Abbildung I11.13: T" = 1000, end=22, max=23, fueh=420
Lemma 3. Firt e {1,...,7 -1}, AC{-1,1} und B C {-1,1}T* gilt
PH{(11,....Y;) € A} n{(Yit1,....Yr) € B})

{M,....Y) € A}) - P{(Yeqr, .-, Y1) € B})
{M,....Y) € A}Y) - P{(Y1, ..., Yr) € B}).

P
P

Beweis. Siehe UBUNG 3:H9 fiir eine allgemeinere Aussage im Fall von Zufallsvariablen
mit Werten in Z. Siehe auch Irle (2001, p. 163, 169). U

Satz 4. Firt € {1,...,7T—1} und s € Z' mit P({(Sy,...,S;) = s}) > 0 gilt fiir alle
B g ZT—t

P({(Si11,...S7) € B} {(S1,...,5¢) =s}) = P({(Si31,...57) € B} | {S: = s¢})
= P({(S1,...57-t) € B—(5¢,...,5)}).

Beweis. Sei t wie oben und sei s € Z*. Betrachte den Spezialfall B = {z} mit

2= (241,...,27) EZ .
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Setze z; = s;. Lemma Bl zeigt

P({(St+1, ce ST) = Z} N {(Sl, ey St) = S})

=P (ﬂ{Yj =s;—sian () {Y;=2- Zjl}>

j=t+1

= P({(51,....5) =s})- P (ﬂ{Yj = Zjt+t T Zj+t—1}>

= P({(Sl, .. .,St) = S}) \P({(Sl, .. -ST—t) = (Zt+1 — Sty .., — St)}l.

g

=:q

Im Fall ¢ > 1 erhalten wir hiermit

P({(Sis1,...Sr) = 2} N {S, = s,})
= Z P({(St+1, .. ST) = Z} N {(Sl, .- wst) = (wast)})

weZt71

= > P{(S1,....8) = (w,s)}) - q

weZt—1
=P{S =st})q
Hieraus folgt die Behauptung fiir B = {z}.

Zum Beweis des allgemeinen Falles schreibe man B als Vereinigung einelementiger
Mengen. O

Beispiel 5. Fiir ¢ und s wie oben und k € Z gilt
P({Sr =k} [{(S1,...,S) = s}) = P({Sr =k} |[{S = s:}) = P({Sr—t = k — s:}).
Nun: eine zweite Sicht auf die Irrfahrt. Setze dazu sy := 0 und
D :={(s0,...,s7) €Z" T VI <t <T:|s; — 81| = 1}.
Satz 6. Es gilt |D| = 27 und
P({(S,...,57) =s}) =1/|D|
fiir alle s € D.
Beweis. Der Ubergang von Partialsummen zu Inkrementen zeigt
D] = {-1,1}"] =2",
und

{(So,...,S7) =s}) = ﬂ{Y} =8 — S_1}

Fiir s € D folgt P({(So,...,Sr) =s})=2"". O
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Fazit: eine Irrfahrt entspricht der Gleichverteilung auf der Menge D ihrer Pfade. Dies
ermoglicht den Einsatz kombinatorischer Methoden zum Studium der Irrfahrt.

Wir bestimmen die Verteilungsfunktionen folgender Zufallsvariablen:

(i) Spielstand nach der letzten Runde, X := Sp,
(ii) maximaler Spielstand, X := max;—

-----

(iii) Anzahl der Runden, nach denen Spieler I fiihrt,
X =Hte{l,...,T}:S, >0und S;_; > 0}|.
Beachte

{St Z O} N {St—l Z O} = {St > O} U ({St = O} N {St—l > O}) .
Definiere Abbildung f: D — Z

(i) f(s0,-..,87) = s7,
(ii) f(so,--->5T) = InaXi=,..., T St,
(iii) f(sgy...,s7)=|{te{l,...,T}:s >0und s;_1 > 0}
Somit
X = fo(So,...,57).

Gesucht ist
P{X =k})

fiir k € Z. Siehe auch Sirjaev (1988, Kap. 1.10).

Bemerkung 7. Die Simulation von n unabhédngigen Wiederholungen der Irrfahrt
geschieht folgendermafen. Betrachte eine iid-Folge Y/, ..., Y/ . mit Y] ~ SB. Definiere
firt=0,...,Tundi=1,...,n

t
Sz(,t = Z Yv(lifl)-TJrj‘
j=1

Also
}ql,...’Y/Il-v, 7}/v({rLfl)-T+l7 ,Y,riT
a/_/ . ~ J/
! !
Stos--sSim o ShgsesSur
N— —
fl fl

/ /
X!, X!
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Dann sind X7,..., X/ iid und X| und X sind identisch verteilt, siche Lemma
Erzeuge eine Realisierung v/, ...,y,.pr von Y/, ... Y . setze

t
/ e /
Sit = Y(i-1)T+5>
Jj=1

und approximiere die gesuchten Wahrscheinlichkeiten P({X = k}) durch die relative

Héaufigkeiten
Zl{k} zO""> zT))

der Simulationen, bei denen f den Wert k£ liefert.

Im folgenden zeigen wir Simulationsergebnisse fiir
T = 50.
Beachte: Fiir die Menge D der Pfade gilt in diesem Fall
|ID|=2"=1.1...-10".

Dargestellt wird

k”_)_ Zl{k} 107"" zT))

Die Abbildungen [IT.T4 und zeigen Approximationen fir P({Sr = k}) auf der
Basis von n = 10® und n = 10> Wiederholungen.

Satz 8. Firte {l,....,T}und k € {—t,—t+2,...,t —2,t} gilt

PUS =)= () o) 2

Beweis. Mit U; := (Y; +1)/2 und R := 22:1 U, gilt

ZY Z U —1)=2-R—L

7j=1

Da Uy, ..., U; unabhingig und U; ~ B(1, p), folgt R ~ B(t, p). Somit

P({Si=k}) = PUR = (k+1)/2}).
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Simulation der Verteilung: Position der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=1000
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Abbildung II1.14: Approximation fiir P({S7 = k}), n = 10*> Wdh.

Simulation der Verteilung: Position der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=100000
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Abbildung II1.15: Approximation fiir P({S7 = k}), n = 10° Wdh.
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Simulation der Verteilung: Position der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=100000
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Abbildung I11.16: P({St = k}), exakte Werte und Approximation, n = 10° Wdh.

Simulation der Verteilung: Maximum der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=1000
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0.1re® 4
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Abbildung II1.17: Approximation fir P({max,—o__ 7 S; = k}), n = 10> Wdh.
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Simulation der Verteilung: Maximum der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=100000
0.12 T T T T T T T T T

0.1 B

0.08 - ® -

0.06 - °? i

rel. Haeufigkeiten

0.04 b

0.02 - N

.....

Abbildung zeigt fiir P({Sr = k}) einen Vergleich der exakten Werten (blau)
mit Simulationsergebnissen (schwarz) auf der Basis von n = 10° Wiederholungen.

.....

auf der Basis von n = 10® und n = 10> Wiederholungen.

Satz 9. Firte {1,...,T} und k € {0,...,t} gilt

.....

Beweis. Verwende die Bezeichnung aus Satz [l Fixiere k € {0, ...,t} und definiere
7(s) :==inf{j € {0,...,t} : s; = k}.

Betrachte die Spiegelung der Pfade s € D an (k,..., k), definiere also R : D — D

durch

S, falls 7 < 7(s),
2-k—s;, fallsj>r7(s).

(R(s)); = {

Fiir jedes ¢ € Z mit ¢ < k definiert R eine Bijektion zwischen

.....

und

{seD:s;=2-k—1(}.
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Dieses sogenannte Spiegelungsprinzip liefert zusammen mit Satz

.....

.....

- g:tp({jr%?;it S;=kyn{S =1})

= 3 (P, 52 00018 = ) - Pl 52 k1)1 5= )
:;@({stzz-k—e})—P({Stzz-k+2—f}))

. ;P({st - ;;P({St — o

= P({St — k’}) +P({St — k?+ 1})
U

Abbildung [IL.19 zeigt fiir P({max;—o,__ 7 S; = k}) einen Vergleich der exakten Werten
(blau) mit Simulationsergebnissen (schwarz) auf der Basis von n = 10° Wiederholun-
gen.

Bemerkung 10. Satz [l zeigt die {iberraschende Beziehung

.....

falls k =t mod 2. Die Satze B und [ liefern die explizite Formel

((k: +tt)/2> .27t falls k =t mod 2,

""" ((k . 1: t)/2) 27t fallsk#£¢ mod 2

fur k € {0,...,t}.

Im folgenden sei T" gerade.
Wir betrachten

Xp=|{te{l,....T}: 5 >0und S,_; > 0}|.
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Simulation der Verteilung: Maximum der Irrfahrt nach T Schritten. T=50, n=100000
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Simulation der Verteilung: Anzahl der Runden, die Spieler 1 fuehrt. T=50, n=1000

0.02 -

rel. Haeufigkeiten
o
o
(3]
T
L
L ]
|

Abbildung IT1.20: Approximation fiir P({X7 = k}), n = 10®> Wdh.
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Simulation der Verteilung: Anzahl der Runden, die Spieler 1 fuehrt. T=50, n=100000
0.12 T T T T T T T T T

0.1 B

0.08 - i

0.06 - i

rel. Haeufigkeiten

0.02 - b
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-------------------------

Abbildung II1.21: Approximation fiir P({X7 = k}), n = 10> Wdh.

Bemerkung 11. P({X7 = z}) = 0, falls x ungerade.

Die Abbildungen und [II21] zeigen Approximationen fiir P({Xr = k}) auf der
Basis von n = 10% und n = 10° Wiederholungen. Wie sehen ein véllig iiberraschendes
Monotonieverhalten.

Wir setzen
=inf{t e {1,...,T}: S, =0} =inf{t € {2,4,...,T}: S, = 0}.

Falls die Irrfahrt bis zur Zeit T nicht zum Startwert zuriickkehrt, liefert die Zufalls-

variable 7 den Wert oco. Andernfalls gibt 7y den ersten Zeitpunkt der Riickkehr an.
Vgl. Beispiel EITH

Lemma 12. Fiir k € {1,...,7/2} gilt

> P({rr = 20}) - P({Sak—20 = 0}) = P({ Sk = 0}).
(=1
Beweis. Es gilt
k
{Sox = 0} = [ J{Sar = 0} N {rr = 20}
/=1

und

j=20+1
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Mit Lemma B folgt

P({Sa, = 0}) =

P({rr=20})- P <{2§ Y, = o})

P({rr = 2t}) - P({Sak—20 = 0}).
/=1

~
= |l ES
—

Satz 13. Fiir k € {0,...,7/2} gilt
P({Xr=2k}) = P({Sor = 0}) - P({Sr_2r = 0}).

Beweis. Setze

t t—1
M(yoeits - Yam) = |{t € {20+ 1,...2m} : Z y; > 0 und Z y; > 0}
j=20+1 j=20+1

fir £,m € {0,...,7/2} mit £ < m. Per Induktion nach m € {1,...,T/2} zeigen wir,
daf
P({h(Y1 ..., Yom) = 2k}) = P({So = 0}) - P({S2m-—2x = 0})
fir alle k € {0,...,m} gilt.
Setze
Agm = {h(Y1, ..., Yon) = 2k}

fur k € Z. Klar: Ay, = 0, falls k < 0 oder k > m. Fiir k = 0 und k = m erhalten wir
aufgrund von Satz

P(Aom) = P(Amm) = P({t:max S, =0}) = P({Som = 0}) - P({So = 0}),

0,...,.2m

was insbesondere die Induktionsverankerung beinhaltet.

Gelte m > 1 und sei k € {1,...,m — 1}. Dann

m—1
Ak,m = U Ak,m N {TT = 26} .
/=1 s

::Bg

Setze A_ = {mp =20} N{S; = -1} und Ay := {7r =2} N {S; = 1}. Dann

By = Apm NA_U A N A,
= {h(Yarr1, - Yom) = 2k} N AZ U{h(Yarir,. .., Yom) = 2k — 20} N A,

Es gilt P(A_) = P(A,) =1/2- P({7r = 2¢}). Lemma B sichert

P(By) =1/2- P({mr = 20}) - (P(Agm—e) + P(Ar—tm—r))-
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Simulation der Verteilung: Anzahl der Runden, die Spieler 1 fuehrt. T=50, n=100000.

0.12 T T T T T T T T T
L ]

0.1 B

0.08 - i

0.06 - i

rel. Haeufigkeiten

0.02 - N

Abbildung I11.22: P({Xr = k}), exakte Werte und Approximation, n = 10° Wdh.

Fazit

;_A

m—

P(Ak’m) = % : P {TT = QE} ( (Akym_g) + P(Ak_gym_g))

)
)

3
>

k
1 1
=52 PUmr=20}) P(Apm-i) + 5 > P({rr =20}) - P(Ap—pms).
(=1 (=1
Wende Lemma und die Induktionsannahme an. O

Abbildung [ITL.22 zeigt fiir P({Xr = k}) einen Vergleich der exakten Werten (blau)
mit Simulationsergebnissen (schwarz) auf der Basis von n = 10> Wiederholungen.

Jetzt: asymptotische Betrachtungen.
Bezeichnung. a, ~ b, (asymptotische Aquivalenz) fiir Folgen von Zahlen a,,, b, > 0,

falls
lim a,/b, = 1.

n—oo

Lemma 14 (Stirlingsche Formel). Es gilt

n!~V2rn-(n/e)".

Korollar 15. Es gilt

—_
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Beweis. Satz 8 und Lemma [ zeigen fir T = 2n

P({Sy, = 0}) = 272" (2n>

n

oy V220 - (2n)?" - exp(—2n)

~ 27
(V2rn-nm- exp(—n))2
=+/1/(mn).
U
Korollar 16. Es gilt
P({ Xy =20} ~N/mn/2.
Beweis. Satz [[3 und Korollar [[A zeigen fir T' = 4n
P({ Xy, = 4n}) _ P({Sin =0}) _ +/1/(m2n) _ Jrufa
P({ Xy, =2n}) (P({Sa, = 0})) 1/(mn)
0

Beispiel 17. Fiir T'= 1000 gilt /7 7/8 = 19.8166... und

P({X1000 - 1000})

=19.8315....
P({Xlo()() — 500})

Nun betrachten wir den relativen Anteil
1
=z Htefl,....T}: S > 0und S,y > 0}

der Runden, nach denen Spieler I fiihrt.

Wir vergleichen die Verteilungsfunktionen von Zp fiir 7' = 50, 100 und 1000, siehe
Abbildung | Vermutung: Konvergenz. Bestétigung und Bestimmung des Grenzwertes
folgt.

Dazu sei

und

z/oxf(y)dy, z € [0,1].

Bemerkung 18. Es gilt
2
F(z) = = - arcsin (V)

und somit insbesondere fol fly)dy =1.

S
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Satz 19 (Arcussinus-Gesetz). Fiir alle 0 < u < v < 1 gilt

lim P({u < Zy, <wv}) = F(v) — F(u).

n—o0

Beweis. Fixiere 0 < u < v < 1 und setze
K, ={ke{0,...,n} :u<k/n<wv}
sowie
A = P({SQk = O}) : P({S2n72k = 0})7
fir k € K,,. Satz [[3 zeigt

P({u< Zop <v}) = P({u-2n < Xp, <v-2n}) = Y P({Xon =2k}) = D apn.
keKn, keK,
Verwende Korollar [H und lim,, ., inf K,, = lim,, . inf{n —k: k € K} = 0o um

—1':0 (1)

F(/n)

zu erhalten. Aufgrund der Stetigkeit von f auf [u,v] gilt

tin S L )y

lim sup
n—00 ke K,

keK,
Es folgt
. f(k/n) : (f(k/n) n- agn D
lim Ak — < lim - sup — —11]) =0
=00 k;eZKn k;eZKn n n—00 ,g;n n ek, | f(k/n)
und somit

lim P({u < Za, < v}) = / ) dy.

n—o0

O

Bemerkung 20. Gleichung ([ll) besagt, dafs die reskalierten Wahrscheinlichkeiten ay ,,
lokal gleichméfig gegen f konvergieren.

Korollar 21. Fiir alle x € [0,1] gilt
lim P({Zy, < z}) = F(x).

n—oo

Beweis. Fir x = 0 folgt die Aussage aus Satz und Korollar Fir0 <z <1
wihlen wir 0 < v < min(x,1/2). Da P({Zs, < u}) = P({Za2, > 1 — u}), folgt

P{Zy, <u})=1/2-(1—-P({u < Zy, <1 —u})).

Satz [ sichert
lim P({Zs, < u}) = F(u).

n—oo

Wende Satz [[d an. O
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Definition 22. Eine Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion
2
Fx(z) = = -arcsin (yz), z €0, 1],

™

heillt arcussinus-verteilt.

Bemerkung 23. Mit den Sétzen EIIZ und @ und mit haben wir einige
Konvergenzsitze fiir Folgen diskreter Zufallsvariablen kennengelernt. Der zugrunde-
liegende Konvergenzbegriff wird in Abschnitt VI allgemein gefafst. In Satz [ zeigt
sich erstmals, dak eine nicht-diskrete Verteilung als Grenzwert einer Folge diskreter
Verteilungen auftreten kann.

Wir bestimmen die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf die Irrfahrt bis zur Zeit 2k nicht
zum Startwert zuriickkehrt.

Satz 24. Fir k € {1,...,7/2} gilt

Beweis. Es gilt

{rr > 2k} = (){S; # 0}

= ({Sl = —1} N h{Sj < O}) U ({Sl = 1} N h{S] > 0})
Es folgt
P({rr > 2k}) =2 P ({51 — 1S < 0}> .

Mit den Sétzen Bl und @ ergibt sich

2 (Fﬁ{sj <0} {S = —1}> —P (261{@ < 0}>

j=2 j=1

.....

O

Wie wahrscheinlich ist es nie zum Startwert zuriickzukehren? Zur Untersuchung dieser
Frage betrachten wir eine unabhéngige Folge (Y})ieny mit Y7 ~ SB und definieren die
symmetriche Bernoulli-Irrfahrt mit unendlichem Zeithorizont durch S, = 0 sowie
Sy =51 + Y, fir t € N. (Man beachte jedoch Bemerkung FIIY )

Wir setzen
Too := inf{t € N: 5, = 0}.
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Satz 25. Es gilt
P({7e = o0}) = 0.

Beweis. Es gilt .
{7 = 00} = ({720 = o0}
n=1
und {7, = 00} D {7epi2 = o0}, so dak
P({roe = o0}) = Jim P({rn = o0}) = lim P({8 =0)
mit den Satzen [T und B4 folgt. Wende Korollar [H an. O

Ausblick: Rekurrenz und Transienz in Dimension d € N.
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