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Kapitel I11

Diskrete Modelle

In diesem Kapitel untersuchen wir stochastische Modelle fiir Zufallsexperimente, bei
denen die Menge der moglichen Ausgédnge abzdhlbar ist.

1 Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Definition 1. (2,2, P) heit diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, falls © abzdhlbar
ist und A = P(N) gilt.

Im folgenden seien 2 und 2 wie oben.

Frage: Konstruktion von Wahrscheinlichkeitsmafien auf A7

Definition 2. f: Q — R, heifst Wahrscheinlichkeitsfunktion (auf ), falls

> flw)=1.

weN
Interpretation: Punktmassen f(w). Graphische Darstellung: Stabdiagramm.

Satz 3.

(i) Jede Wahrscheinlichkeitsfunktion f : 2 — R, definiert durch

P(A) == Zf(w)a AcCQ, (1)

w€EA

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf 2, und es gilt
flw)=P({w}), wel (2)

(ii) Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf P auf 2 definiert () eine Wahrscheinlich-
keitsfunktion f auf Q, und es gilt () .
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Beweis. Ad (i): Offenbar gilt P(A) € [0, 1] und P(§2) = 1. Ferner gilt fiir A := (J;2, A;
mit p.d. Mengen A; C ()

P(A) =3 flw)=>_ > flw)= P(4),

gef. aufgrund der absoluten Konvergenz der Reihen.
Ad (ii): klar. O

Modellierung durch Wahl von f. Siehe bereits Beispiel I3 und M@ Dazu
e kombinatorische Methoden, oft ausgehend von Gleichverteilungsannahmen,

e statistische Schétzung, siehe bereits Beispiel M3

Beispiel 4. Die Gleichverteilung auf einer endlichen Menge 2 entspricht der Wahr-
scheinlichkeitsfunktion

2 Elementare Kombinatorik

Wir untersuchen die Abzéhlung von endlichen Mengen zur Berechnung von Wahr-
scheinlichkeiten (unter Gleichverteilungsannahmen).

Erinnerung
(i) nl:=1-...-nfirneNund 0! :=1.

(ii) Binomialkoeffizienten: fiir n € Ny und &k € {0,...,n} ist

(1) = mmn

und es gilt Rekursionsformel fiir £ # 0

(kﬁ1>+(Z) - (n;)

(iii) Binomischer Lehrsatz: fir a,b € R und n € Ny gilt

n

(atb)=3" (Z) ab R

k=0

Im folgenden seien N, Ny, ..., Ny endliche nicht-leere Mengen und n := |N|.
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Satz 1.
[Ny X ... X Ng| = |Ny| - ... | Ngl
Beweis. Induktion iiber k. Hier: Induktionsschluf. Fiir z € N, sei
Ay = {(wi,wa, ..., wgy1) € Ny X -+ X Npyq 1 0 = Wia1}-
Dann A, N A, = 0 fiir x # y sowie

Ny X ... X% ]Vk+1 = L.J fix.

TENK 41

Ferner, unter Verwendung der Induktionsannahme,

|Az| = [Ny X ... Ng| = | Nq| - ...+ | INg|.
Fazit
[Nt XX N = ) [N x X N = [N | - N1 |- [N
2E€N11
O
Bemerkung 2. Obiger Satz mit N = Ny = ... = N}, zeigt: Die Anzahl der Stichpro-

ben vom Umfang k£ aus N unter Beriicksichtigung der Reihenfolge mit Zuriicklegen
betriigt n*. Dies ist ebenfalls die Anzahl der Abbildungen {1,...,k} — N.

Satz 3.

{(wi,...,wr) € N¥:w, ..., w paarw. verschieden}|

:(nﬁ’k)!:n-(n—1)---(n—k+1).

Speziell fiir £ = n: Die Anzahl der Permutationen von N betrégt n!

Beweis. Induktion iber k. Hier: InduktionsschluS. Seien 2 < k+1 <nund z € N.
Setze

Q:={(wi,...,wrs1) € N Wy .. wpy1 paarw. verschieden}
und
Ay ={weQ:wp1 =z}
Dann
|Ae| = (w1, ..., wr) € (N\{2})* : wi, ... ,w paarw. verschieden}|
=n—-1)----- m—1—-k+1)=Mnm—-1)----- (n—k).
Also
=n—-1)-...-(n—k) -n= !
@l=m-1)-... TG
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Bemerkung 4. Obiger Satz bestimmt die Anzahl der Stichproben vom Umfang k
aus N unter Beriicksichtigung der Reihenfolge ohne Zuriicklegen. Dies ist ebenfalls
die Anzahl der Injektionen {1,... k} — N.

Beispiel 5. Betrachte 2 := N* mit der Gleichverteilung P. Gesucht sei die Wahr-
scheinlichkeit, dafs in der Stichprobe w € ) mindestens 2 Komponenten iibereinstim-
men. Also

A={(w1,...,wr) €EQ:Ti#J:w =wj}
Es gilt P(A) =1— P(A) und

A n! ne...-(n—(k—1))

_|Q|_(711—k)!'nk_k 1nn
—1-(1-2) - (1)

Fiir n = 365 (Geburtstagszwillinge) ergibt sich ndherungsweise

P(A%)

k \ 4 16 22 23 40 64
P(A) [ 0,016 0,284 0,476 0,507 0,891 0,997

Implizit wird hier angenommen: die Geburtstage sind unabhingig und jeweils gleich-
verteilt auf N = {1,...,365}, siche Beispiel Bl und Bemerkung B[

Satz 6. Fir k € {0,...,n} gilt

ekl =1 = (7).

Beweis. Induktion iiber n = |N|. Hier: Induktionsschluff. Sei |N'| = n + 1 € N. Die
Behauptung gilt offenbar fir ¥ = 0 und k& = n + 1, also sei fortan k € {1,...,n}.
Fixiere © € N’', setze N := N’ \ {z}. Dann folgt

{K'CN':|K'| = k)]
—{K' CN:|K|=kAhze K} +|{K CN:|K'|=knrz¢ K'}|
— [{K CN:|K|=k -1} +|{K C N:|K| = k}|

:(kﬁ1)+(2) - (nzl)
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Bemerkung 7. Obiger Satz bestimmt die Anzahl der Stichproben vom Umfang k
aus N ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge ohne Zuriicklegen.

Vergleich der Sétze Bl und B es gilt

<Z> =0 ﬁ!k;)!'

Interpretation: Teilmenge auswéahlen und anordnen.

Beispiel 8. Lotto: Gleichverteilung auf
Q:={K C{1,...,49}: |[K| = 6}.

Also gilt fiir jedes w € 2
49
P{w}) = 1/(6) =7,15...-107%

Die Anzahl der Stichproben vom Umfang £ aus N ohne Beriicksichtigung der Reihen-

folge mit Zuriicklegen wird in bestimmt.

3 Produktraume

Gegeben: diskrete Wahrscheinlichkeitsraume (1,21, Py), ..., (Q,, 2, P,) Gesucht:
Modell fiir die ,,unabhéngige Hintereinanderausfithrung* der Einzelexperimente (Pro-
duktexperiment).

Beispiel 1. n-maliges Wiirfeln, n Geburten, usw. Fragwiirdig bei Callcenter an n
Tagen.

Definiere
Q=01 X+ xQ,,

oA = P(Q),
flw):= filwr) ... folwn), weQ,

wobei f; die zu P; gehorige Wahrscheinlichkeitsfunktion auf €2; bezeichnet.

Lemma 2. f ist eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf €.

Beweis. Klar: f > 0. Ferner, ggf. aufgrund der absoluten Konvergenz,

W)=Y ) Alwn) e falwa)

weN w1 €M wp€Qp
=) Alw) s D falwa) =1
w1EM wn€Qn
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Definition 3. Sei P das durch f definierte Wahrscheinlichkeitsmaf auf 2. Dann heifst
(Q,2(, P) das Produkt der Wahrscheinlichkeitsriume (€2;,%4;, P;) und P das Produkt
der Wahrscheinlichkeitsmafle P;.

Beispiel 4. Fiir endliche Mengen (2; und Gleichverteilungen P; ist das Produktmafs
P die Gleichverteilung auf €2, siche Satz Blll So etwa fiir n-maliges Wiirfeln

Q={1,...,6}"
und

P({w}) =1/6"

fiir w € Q.

Beispiel 5. Geschlecht von n Neugeborenen,

Also
flw) =p) - (1= p)n e
mit
k(w):=[{ie{l,...,n}: w;=W}|.
Im folgenden sei (2,2, P) das Produkt der Wahrscheinlichkeitsrdume (€;,2;, P;). Zu-
riick zu den Einzelexperimenten gelangt man durch die Projektionen
Xi Q- Qi)
d.h.
Siehe etwa Beispiel MBIHL
Satz 6. Fir Al Q Ql, .. -;An Q Qn gllt

n

P(ﬂ{Xi c A,}) = HP({XZ- e A} =[] P4

i=1 =1

Beweis. Es gilt (vgl. Beweis Lemma [)

P(Q{Xi c Ai}) =P(Aix..xA)= > fw)

wWEAIX...XAp

= > > Alw) o falwn) = Pu(Ar) - Pa(Ay).

w1€A1 wn€An
Die Wahl von A; = Q; fiir j # ¢ zeigt
P{X; € Ai}) = Fi(A).
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Bemerkung 7. Ziel erreicht. Genauer:
(i) Das Produktraum-Modell beinhaltet die Modelle der Einzelexperimente, da
P({Xi € Ai}) = Bi(Ai)
firi e {1,...,n} und A; C Q.

(ii) Falls ©4,...,9, € R (oder bei Verwendung eines allgemeineren Begriffs von
Zufallsvariablen und deren Unabhéngigkeit), so sind Xj, ..., X,, unabhéngige
Zufallsvariablen. Zum Beweis wihle man A; = |—o0, z;] N €; bzw. €; in Satz

Der Spezialfall P, = --- = P, liefert eine iid-Folge X3, ..., X,,.

Siehe Georgii (2007, Kap. 3.2) und Krengel (2000, Kap. 2.6) zur Modellierung mehr-
stufiger Experimente mit Abhéngigkeiten.

4 Diskrete Zufallsvariablen

Im folgenden seien X, X7,... Zufallsvariablen auf (Q,2(, P).

Definition 1. X heifit diskrete Zufallsvariable, falls P({X € D}) = 1 fiir eine ab-
zahlbare Menge D C R gilt.

Bemerkung 2. (Q,2(, P) diskret = X () abzdhlbar = X diskret.

Beispiel 3. Pfeiltreffer auf Dartscheibe, X Nummer des getroffenen Sektors, siehe
Beispiel MBI

Lemma 4. Diskrete Zufallsvariablen X, X’ sind genau dann identisch verteilt, wenn
VeeR: P{X =z}) = P{X' =z}).

Beweis. ,="“: Wende Satz [IBI0 an.

»<" Betrachte eine abzéhlbare Menge D C R mit P({X € D} n{X' € D}) =1 im
Beweis in Beispiel [Bl1 O

Bemerkung 5. Ist X diskret, so definiert f(z) = P({X = z}) auf jeder abzidhlbaren
Menge D C R mit P({X € D}) =1 eine Wahrscheinlichkeitsfunktion.

Definition 6. X heift Bernoulli-verteilt mit Parameter p € [0, 1], falls
PH{X=1})=p und PH{X=0})=1—p.

Bez.: X ~ B(1,p).
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Beispiel 7. Betrachte n gleichartige Produkte, die voneinander unabhéngig
e mit Wahrscheinlichkeit p funktionstiichtig

e mit Wahrscheinlichkeit 1 — p defekt.

Hierbei sei p € [0, 1], z.B. empirisch bestimmt als relative Haufigkeit.

Gesucht: Wahrscheinlichkeit, daft genau k Produkte funktionstiichtig sind. Daraus
durch Summation: Wahrscheinlichkeit, dafs mindestens k Produkte funktionstiichtig
sind.

Konkretes Modell: Produktexperiment mit €; := {0, 1} und

D, falls w; = 1
filws) ==
1—p, fallsw; =0.

Also € :={0,1}" Menge der Produktionsergebnisse und fiir w € Q

fw) = filwr) ... fulwn).
Berechne bzgl. des Produktmafses P

P{weQ: iwi = k}).

Abstraktes Modell: X, ..., X, iid mit X; ~ B(1,p) (es gilt X;(w) = w; im konkreten
Modell). Die Anzahl funktionstiichtiger Produkte ist gegeben durch

Berechne
P{X =k}).

Modellierung analog bei n-fachem Miinzwurf oder n Geburten, X Anzahl der gewor-
fenen K bzw. Anzahl der weiblichen Neugeborenen.

Satz 8. Seien Xi,..., X, iid mit X; ~ B(1,p). Ferner sei

X =) X,
i=1
Dann gilt fiir k € {0,...,n}

Px=ih = (7)o a-pr 0
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Beweis. Es gilt

P{(Xy,...,X,) e{0,1}"}) =P <ﬂ{Xi e {0, 1}}) = HP({Xi € {0,1}}) = 1.

Setze

A ={x e {0,1}": ixz = k}.

n
u-()
Damit folgt fiir & € {0,...,n}

PUX =k}) = P({X =in U {...X) = x})

Gemafs Satz BI6 gilt

ze{0,1}"
= Y PUX=kn{(Xy....X,) =2}
ze{0,1}7
= [[ruxi==})
= Al -p* - (1 —p)"F = (Z) pF (1= p) R

O

Definition 9. X heifst binomialverteilt mit Parametern n € N und p € [0, 1], falls ()
fir alle k € {0, ..., n} gilt. Bez.: X ~ B(n,p).

Zu X ~ B(n,p) mit n = 50 und p = 0.5, 0.25, 0.05 stellen wir in den Abbildungen
[MTIHIITE die Wahrscheinlichkeitsfunktionen auf {0, ...,n} graphisch dar.

Beispiel 10. Betrachte n Produkte, unter denen sich ny defekte Produkte befinden.
Gesucht: Wahrscheinlichkeit, daf bei Auswahl von k Produkten genau ¢ Produkte
defekt sind.

Modell: Gleichverteilung P auf
Q:={KCN:|K|=k}.
Berechne P(A,) fir
A ={K €Q:|KnNNy| =1},
wobei Ny C N fest gewdhlt mit | No| = ng sei, d.h. bestimme |Q| und |A,|.

Es gilt |Q = (}) und fiir

¢ € {max(0,k — (n —ng)), ..., min(ng, k)}
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X 0B(50,0.5): Wahrscheinlichkeitsfunktion
0.3 T T T T T

0.25F q

0.2 9

0.1 q

0.05 q

0 5 10 15 20 25 30

Abbildung I11.1: Wahrscheinlichkeitsfunktion zu X ~ B(50,0.5)

X 0B(50,0.25): Wahrscheinlichkeitsfunktion
0.3 T T T T T

0.2 4

P((X=k))

0.1 9

10 15 20 25 30 35 40 45 50

Abbildung II1.2: Wahrscheinlichkeitsfunktion zu X ~ B(50,0.25)
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X 0B(50,0.05): Wahrscheinlichkeitsfunktion
0.3 T T T T T

0.25- 9

0219 B

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Abbildung II1.3: Wahrscheinlichkeitsfunktion zu X ~ B(50,0.05)

ergibt sich

| Al = { (Ko, K1) « Ko © No, [Ko| = £, K1 © N\ No, |[K4| =k — £}
-(1)-(7)
-3 ()

Hiermit ergibt sich auch die Wahrscheinlichkeit, beim Skat genau 3 Asse zu erhalten,

(;1) ‘ (278)/(?(2]) = 66/899 = 0.0734.. ..

Ausblick auf statistische Fragestellungen: Bekannt sei

Also

e die Gesamtanzahl n der Produkte,
e die Stichprobengrofe k,
e die Anzahl ¢ defekter Produkte in Stichprobe.

Unbekannt sei

o die Gesamtanzahl ng defekter Produkte.
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Aufgaben:
(i) Schétze ny.
(ii) Entscheide, ob ng/n < 0.02.

Definition 11. X heiltt hypergeometrisch verteilt mit Parametern n € N, ng €
{0,...,n}, ke {1,...,n}, falls

s () () )

¢ € {max(0,k — (n — ng)), ..., min(ng, k)}.
Bez.: X ~ H(n,ng, k).

fir

Zu X ~ H(100, 10, 20) stellen wir in Abbildung [TL4l die Wahrscheinlichkeitsfunktion
auf {0,...,10} graphisch dar. Wir vergleichen die Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu
X ~ H(n,ng,50) mit n = 100, 500, 2000 und ng = n/4 mit der Wahrscheinlichkeits-
funktion zu Y ~ B(50,0.25), siche Abbildungen [ILEHITA Vermutung: Konvergenz.

Bestatigung: .

Satz 12 (Poissonscher Grenzwertsatz). Sei X,, ~ B(n,p,) mit p, € |0,1[, und gelte
lim, oo n-p, = A flir A > 0. Dann

/\k
VEk € No: lim P({X, =k}) =exp(=2A)- 0
Beweis. Fiir n > k gilt
MYk k= (np)’f (1 — e ’ﬁn—z‘
k) P D)= 3 T TN 1—pr L
N— —oo . =0

—1 —exp(—A)

—1

Definition 13. X heilst Poisson-verteilt mit Parameter \ > 0, falls

VE e No: P{X =k}) =exp(—\) - Z—T

Bez.: X ~ P(\).

Bemerkung 14. Satz [[Z rechtfertigt die Approximation von B(n,p,) durch P(\),
falls n ,grok” und p, ,klein“. Siehe Satz NIIH zur Bedeutung von n - p,,.
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X [0H(100,10,20): Wahrscheinlichkeitsfunktion
0.35 T T T T T

0.3F b

0.25- h

0.2 q

P({X=k})

0.15 q

Oly ]

0.05 4

~e
[e] 3
©oe

10

Abbildung I11.4: Wahrscheinlichkeitsfunktion zu X ~ H(100, 10, 20)

X 0H(100,25,50), Y 0B(50,0.25): Wahrscheinlichkeitsfunktionen

0.2 T T T T T T T
(X}
0.15 B
[ ] o
..
= °
g .
=
& oaf R
= s °
Il [ )
X
o
[}
[ ]
0.05 ° ° B
i [ ]
[} [ ]
[ ] [ ]
° [}
o o
o008 0® 1 1 2620006000060000600006000060000
-----------------------------------
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Abbildung II1.5: Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu X ~ H(100, 25, 50) (rot)
und Y ~ B(50,0.25) (schwarz)
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X OH(500,125,50), Y 0B(50,0.25): Wahrscheinlichkeitsfunktionen

0.2 T T T T T T T
015 4
®e
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Abbildung II1.6: Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu X ~ H(500, 125, 50) (rot)
und Y ~ B(50,0.25) (schwarz)

X OH(2000,500,50), Y [0B(50,0.25): Wahrscheinlichkeitsfunktionen

0.2 T T T T T T T
0.15 B
)
= [
il
z [
o
. 01 ° i
i °
X
o
[ ]
[}
0.05 B
. °
[ ] [ ]
° [ ]
P4 e
soed! ‘ ] -~ 0000000000000000000000000000
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Abbildung II1.7: Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu X ~ H(2000, 500, 50) (rot)
und Y ~ B(50,0.25) (schwarz)
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Zur Approximationsgiite gilt folgende Aussage. Fir X,, ~ B(n,p), X ~ P(n-p) und
jede Menge A C N gilt

[P({Xn € A}) - P{X € A} <2-n-p”,

siehe [ UBUNG |

Anwendung: Modellierung der Anzahl von

e Druckfehlern in Manuskript,
e Anrufen in Call-Center pro Tag,

e radioaktiven Zerfillen pro Zeiteinheit.

Wir vergleichen die Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu X ~ P(5) mit mit den Wahi-
scheinlichkeitsfunktion zu Y ~ B(n,5/n) fir n = 25, 100, 500, siehe Abbildungen
L SHITET0)

Beispiel 15. Wir betrachten n unabhangige Wiirfe auf die Dartscheibe. Gesucht:
Wahrscheinlichkeit, daft im k-ten Wurf erstmals das obere rechte Viertel getroffen
wird.

Abstraktes Modell: Xy, ..., X, iid mit X; ~ B(1,p), wobei p := 1/4.

Der Zeitpunkt des ersten Treffers im oberen rechten Viertel ist gegeben durch
To(w) :=inf{i € {1,...,n} : X;(w) = 1}.

Fir k € {1,...,n} gilt

ra =K} = X =0} X = 1),

also, unabhéngig von n,
k—1
P{r = k) = [T PUX: = 01)- PUXe = 1) = (1= )" .
i=1
Ferner gilt P({7, = c0}) = (1 — p)" und lim,, (1 —p)" = 0.
Definition 16. X heifst geometrisch verteilt mit Parameter p €]0, 1], falls
VkeN: P{X =k})=p-(1—p)*t

Bez.: X ~ G(p).
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X: Poisson-verteilt mit A=5 (rot), Y: Binomial—-verteilt mit n=25 und p=A\/n (schwarz)
0.2 Py T T T
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Abbildung I11.8: Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu X ~ P(5) (rot)
und Y ~ B(n,5/n) mit n = 25 (schwarz)

X: Poisson-verteilt mit A=5 (rot), Y: Binomial-verteilt mit n=100 und p=\/n (schwarz)
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Abbildung I11.9: Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu X ~ P(5) (rot)
und Y ~ B(n,5/n) mit n = 100 (schwarz)
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X: Poisson-verteilt mit A=5 (rot), Y: Binomial-verteilt mit n=500 und p=\/n (schwarz)

0.2 T T T T
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L

0.14F ° B
% 0121 B
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0 . . ® o 60000090000
0 5 10 15 20 25

Abbildung I11.10: Wahrscheinlichkeitsfunktionen zu X ~ P(5) (rot)
und Y ~ B(n,5/n) mit n = 500 (schwarz)

Bemerkung 17. Sei p € |0, 1]. Fiir iid Zufallsvariablen X7, X5, ... mit X; ~ B(1,p)
sel

Too(w) :=inf{i € N: X;(w) = 1}.
Die Rechnung aus Beispiel [[3 zeigt fiir £ € N

P({7w =k}) =p-(1—p)"7",
so daf 7., ~ G(p). Beachte, daf P({7oc = o0}) =0,da > ;- P{1ec = k}) = 1.
Vgl. Beispiel [IIE
Bemerkung 18. Frage: Gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2,2(, P) und dar-
auf eine unendliche Folge X, Xy, ... von iid Zufallsvariablen mit X; ~ B(1,p)? Die

Antwort ist positiv, siche Bemerkung [VIRIf] aber der zugrundeliegende Wahrschein-
lichkeitsraum kann im nicht-trivialen Fall 0 < p < 1 nicht diskret sein.

Letzteres ergibt sich wie folgt. Setze
S = {O[ = (ai)ieN T € {O, 1}}

sowie
X(w)=(Xq(w),...), w € Q.
Aus
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folgt
PH{X =a})=0.
Die Mengen {X = a} mit o € S sind p.d. Ist © abzédhlbar, so gilt
Q= |J{x=a}
a€Sp

mit einer abzdhlbaren Menge Sy C S. Damit ergibt sich der Widerspruch

1=PQ) =Y P{z=a}) =0

aESp



Definitionen und Bezeichnungen

Additivitat, o-Algebra,

o-Stetigkeit von oben,
o-Stetigkeit von unten,
o-Subadditivitat,

bedingte Wahrscheinlichkeit, [0

Bernoulli-Verteilung,

Binomialverteilung,
Unabhéngigkeit

direkte Simulation, einer Folge von Ereignissen,

einer Folge von Zufallsvariablen,

Ereignis, [Tl '
ioni paarweise, [l
Ereignisraum, [ e -
Ergebnis, [ zweier Ereignisse,
Ergebnisraum, [ Verteilung

diskret,

geometrische Verteilung, Bl Verteilungsfunktion,

Glelgifrjilgng empirisch,
kontinuierlich, Wahrscheinlichkeitsfunktion, P71
Wahrscheinlichkeitsmais,
hypergeometrische Verteilung, Wahrscheinlichkeitsraum, B
Indikatorfunktion, [Tl diskre't, IZZI . .
Inversionsmethode, Wahrscheinlichkeitsverteilung, @l

Zufallsvariable,

Laplace-Annah
aplace-Annahme, ] Bernoulli-verteilt,

Maéchtigkeit, binomialverteilt,
Median, diskret,
Monotonie, geometrisch verteilt, Bl
gleichverteilt,
paarweise disjunkte Mengen, Hl hypergeometrisch verteilt,
Poisson-Verteilung, Poisson-verteilt,
Potenzmenge, Realisierung,
Produktmaf, Zufallsvariablen
Produktraum, identisch verteilt, [[3,
. iid, 4
Quantil Realisierung,
o-Additivitat, @ Zufallszahlen,
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