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Gruppeniibung: 23./24.06.2008
Loésungsvorschlag

Gruppeniibung

G 21 Wir betrachten ein statistisches Experiment, gegeben durch (€, 2, P?)yce mit PY und X =

G 22

(X1,...,Xp). Sei © = (21,...,x,) eine Realisierung von X.
Analog zum Vorgehen in Abschnitt VIIL.2. definieren wir die Likelihood-Funktion L. (1)
geméf

L.(9) = P'({X = a}).

(i) Es gelte X1 ~ P()\). Geben Sie die Likelihood-Funktion an.

(ii) Wir betrachten das Schitzproblem v(\) = A. Uberlegen Sie, wie sich mit Hilfe der
Likelihood-Funktion eine Schitzfunktion g, : R™ — R fiir () bestimmen l&t und
berechnen Sie diese.

(i) Aufgrund der Unabhéngigkeit von X, ..., X, folgt

n e~ A S
L) = [[PUX: =2} = 2

n
i=1 H ;!
i=1

(ii) Wir verwenden als Schitzer fiir A\ denjenigen Wert, fiir den die Wahrscheinlichkeit der
beobachteten Realisierung maximal ist, d.h. gesucht ist A > 0, so daf}

n

Ly(N) = PUX = (z1,....0)}) = [ [ PUX; = 23})

i=1

maximal wird. Aufgrund der strengen Monotonie der In-Funktionen ist die Maximalstelle
von L,(\) gleich der Maximalstelle von {;(\). Somit

d i !
ﬁgl’()‘) = —n+;w,~ =0

mit Losung A = 1 S0 |z,

Es bleibt zu iiberpriifen, daf3 A\ Maximalstelle ist. Wegen

d2 - ZT;
WEI(/\)L\:J\ = _Z ﬁ‘A:)\ <0

1=1

folgt die Behauptung und es gilt
1 n
gn(x1, .. ) = - E;xl
1=

Hinweis: Eine Schétzfunktion, welche auf diese Art und Weise bestimmt wird, heifit Maximum-
Likelihood-Schétzer.

Sei gy, eine Schiitzfunktion fiir v und R”(g,) bzw. B?(g,) der Quadratmittelfehler bzw. Bias.
Zeigen Sie:
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(i) R”(9n) = Var’(ga) + B”(gn)”

Wir betrachten nun ein statistisches Modell mit n unabhingigen auf [0,4] gleichverteilten
Zufallsvariablen X1,...,X,,. Als Schitzfunktion fir v(¢) = ¢ wéhlen wir

gn(@) = max {zi}.

(ii) Zeigen Sie, da g, (x) nicht erwartungstreu fiir v ist und definieren Sie ein ¢, > 0, so
daB} h, := ¢, - gn eine erwartungstreue Schitzfunktion ist.

(iii) Verwenden Sie das arithmetische Mittel, um eine erwartungstreue Schétzfunktion my,
fiir v zu konstruieren.
Berechnen Sie fiir g,, h, und m,, den Quadratmittelfehler und vergleichen Sie diese!
Nutzen Sie Aussage (i)!

Demzufolge lautet die Dichte

f19 (Z) _ {nng S [0,19]

gn 0 sonst.

Somit

Eﬁ(gn(X))Z/ﬂz-nzn_ldz: n ¥ # 0.
0 19" 7'L+1

Betrachten wir demnach die Funktion h,(z) = “tlg, (z), so ist h, erwartungstreu.

(iii) Wir wissen, daf fiir X ~ U[0,9] gilt: E(X) = 5. Aulerdem ist 37" | x; eine erwar-
tungstreue Schétzfunktion fiir E(X) = g. Also ist doch

2 n
i=1

eine erwartungstreue Schétzfunktion fiir () = 9.
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Fiir die Berechnung des Quadratmittelfehlers nutzen wir die Formel aus (i). Dazu

Eﬁ(( (X))2)_/19 Q'nzn_ld n 192
In R

Var’(ga(X)) = E*((9a(X))?) = (B’ (9n(X)))* = ; ?

(n+1)2(n+2)

R%(g,) = Var’ (g.(X)) + B”(gn;7)

= Ty E (X))
n n 2

= mrery” e )
2 2

 (n+1)(n+2)
Da h,,(z) ein erwartungstreuer Schétzer fiir (1) ist, folgt mit Bemerkung VIII.2.14

R’ (hy) = Var? (hn(X)) = Varﬂ("THgn(X))

n—+1,2 ntlye i
= ( ) Var’(g.(X)) = ( ) (n+1)2(n + 2)v?
1
e

R?(my,) = Var®(m,(X)) = niVarﬂ(Z Xi)

1

92

3n

Fiir n > 1 gilt R’ (h,) < R”(g,) und R?(h,) < R”(my,). Fiir n > 3 gilt R’(g,) < R’ (m,,).

G 23 Vor einer Theaterkasse warten in einer Schlange 40 Personen, deren Bedienung im Mittel
jeweils 50 Sekunden dauert. Es wird angenommen, dafl sich die Bedienungszeiten durch
unabhéngige, identisch exponentialverteilte Zufallsvariablen beschreiben lassen. Berechnen
Sie néherungsweise die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal alle 40 Personen innerhalb von 35
Minuten bedient werden.

Die Zufallsvariable X; beschreibe die Bedienungsdauer der i-ten Person (i = 1,...,40). Dann
kann (X;);en als unabhéngige, identisch verteilte Folge angenommen werden. Aus Xj ~
Exp(\) und E(X;) = 5/6 folgt A\ = 6/5 (s. Beispiel VI.6). Die Summe S := X7 + ... + X40
ist nach dem Zentralen Grenzwertsatz ndherungsweise normalverteilt, und zwar mit den
Parametern (verwende Beispiel VI.6)

1
uw=E(S)=40E(X;) =33 3
o =Var(S) =40 - Var(X,) = 27 g
Damit folgt

1
35331

~ ©(0.32) = 0.6255.

P({S<35})~P S* <
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Hausiibung

H 49 Fiir ein ¢ > 0 seien X1, ..., X,, unabhingige, identisch U(1, 31)-verteilte Zufallsvariablen.

(i) Bestimmen Sie den Bias und die Varianz der folgenden Schéitzfunktion fiir () = ¥:
gn(z) = Tp /2.

(ii) Ist die Folge (gn)nen stark konsistent?
(iii) Ist die Schétzfunktion

n

) = (gn () = 5 (D)’

=1

erwartungstreu fiir v() = 92? Modifizieren Sie sie gegebenenfalls so, daf sich eine
erwartungstreue Schéitzfunktion ergibt.

(i) Es gilt mit den iiblichen Argumenten

2
1 30+9
=3 2+ =9 = B%g,;7) =0 erwartungstreu,
1 — 1 1 (39—-9)2 ?
) U )
n X - — X’I’L = — X = — 0 — =
Vari(ga(X)) = gVar"(Xn) = Ver"(X) = 30 1 12n
(ii) Mit dem starken Gesetz der grofen Zahlen folgt fiir alle ¥ > 0

lim g¢,(X) = % lim X, = % CEY (X)) = ? =9 PY-fs.

Somit ist die Folge (gp)nen stark konsistent.

(iii) Wir verwenden die Ergebnisse aus Teilaufgabe a):

E’ (hn(X)) = E”((9n(X))?) = Var® (ga(X)) + (E” (gn(X)))?
02 g2 12n+1

_ — 2
12n 12n v

Die Schétzfunktion h,, ist also nicht erwartungstreu fiir v(9) = 9¥2. Definieren wir

- 12n
hy, = —— hy(o),
(:E) 12n +1 (:E)

erhalten wir eine erwartungstreue Schétzfunktion hy,.

H 50 Die Zufallsvariablen X1, ..., X, seien unabhingig und identisch verteilt wie X mit

PUX =1 =0, PU(X=-1}) = P'(X =0} = P((x =2} = -3,

wobei 0 < ¥ < 1 der zu schatzende Parameter sei.

(i) Ist die Schétzfunktion

erwartungstreu fiir y(J) = 97
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(ii) Betrachten Sie die Schétzfunktion

1 n
hy(z) = - Z Ly (),
i—1

also die relative Haufigkeit von Einsen in der Stichprobe. Ist diese Schéitzfunktion er-
wartungstreu fiir () = 9?7

(iii) Welche der beiden Schitzfunktionen wiirden Sie vorziehen?

(iv) Berechnen Sie fiir g, und h,, jeweils den konkreten Schitzwert fiir y(¢) = ¢, falls
20 Wiederholungen des Zufallsexperiments 5 Nullen, 8 Einsen und 4 Zweien ergeben
haben.

Wir berechnen fiir spéatere Zwecke

2
B(x) = 3 a- P =)
rz=—1
:1-19+(—1+0+2)-

2
E'(X})= ) o P'({X =a})

r=—1
1— 1—9y 5-—20
150 e (150 252
Var’(X,) = EY(X7) — (E”(X1))?

_5—20 492449+ 1 14— 100 — 49
-3 9 B 9 '

1-9 20+1
3 37

(i) Wegen

(gn(X)) = 5 (% > (X - 1) =5 (325 1) =

i=1

ist die Schétzfunktion g, erwartungstreu fiir v(¢) = 9.

(ii) Die Zufallsvariablen 1{y(X;) (i = 1,...,n) sind unabhingig und identisch B(1,p)-
verteilt mit p = P({X, = 1}) = 9. Deshalb gilt

Sni=Y_ 1y(Xi) ~B(n,v)
=1

und somit
Wy,

Also ist auch h,, erwartungstreu fiir () = 9.

(iii) Wir suchen nach der Schétzvariable mit der geringeren Varianz. Wir vergleichen also

14 — 1009 — 492

Var'(ga(X)) = -

Varﬂ(Xl) =

]
3o
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H51

mit
1 9(1 —99)
9 9
Var?(h,(X)) = 3 Var’(S,) = —
Wegen
14 — 109 — 492 _ 9(1 — )
>
4n n
& 14— 109 — 4092 > 49 — 492
S 14 > 149
s 1>9

gilt fiir alle ¥ € © =10, 1]:
Var’ (h, (X)) < Var? (g, (X)).
Somit ist h,, vorzuziehen. Fiir festes ¥} nimmt die Varianz mit gréfierem Stichprobenumfang

n im selben MaBe ab (Asymptotik wie 1/n). Deshalb ist der Unterschied zwischen beiden
Schétzfunktionen als gering einzustufen.

(iv) Wir erhalten

20
1(3 1/3 19
=== i—1l==(=" (- 4-2)—1] =— =0.475,
g20() 2<20;x ) 2<20 (=3+8+4-2) > 1o = 047
1 & 8
hao(z) 20 ; Ly (Xp) = 20 =Y 4
Wir betrachten eine Folge X1,..., X, von iid Zufallsvariablen mit

Xy~ U0~ 1/2,0+1/2)),
mit ¥ € © = R sowie die Schitzfunktion

max{z1,...,Tn} + min{xi, ..., z,}
2

gn(x) =

fir Eﬂ (X 1).
Zeigen Sie, dafl g, erwartungstreu ist und daf} gilt

V9 € ©: R%(g,) < R*(X,).

Hinweis: Firr Y := max{Xy,...,X,,} und Z := min{X3,..., X,,} gilt:
n

Var(Y)=Var(Z) = CESIECE)

Wegen

B2 (gn(X)) = (B max {Xi})+E7 min {X})

i=1,...n
miissen wir als erstes die Verteilungsfunktionen bzw. Dichten von

Y = -Elllax {Xz} und 7 = '_Illlin {Xz}
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bestimmen. Es folgt

0 y<iv-—1/2
Fy(y){(yﬂ+l/2)” V—1/2<y<9+1/2

1 y>9+1/2
0 z2 <9 —1/2
Fz(z) = —(1/2—z4+9)" ¥v-1/2<2z<9+1/2
1 z>19+1/2,
wobel

Fz(z) = P({min{Xy,..., X} <z})=1— P({min{Xy,..., X,,} > z})
=1-PHX; <2, Xo<2,...,.X,, < z})

=1-J]Fz(».
=1

Also gilt
Fyly) = nly—9+1/2)"1 9-1/2<y<9+1/2
Y= 0 sonst
Fa(2) = n(1/2 —z+9)" 1 9 —-1/2<2<9+1/2
2= 0 sonst
sowie
0+1/2
/ yly — 0 +1/2)" Ldy
9—1/2
/ (t+09—1/2)t" Ldt Subst.:t=y—19+1/2
B +1 —1/2
0+1/2
E(Z) :n/ 2(1/2 — 2+ 9)"dz
9—1/2

1
:n/ (1/2 40 — t)t" tdt Subst.:t=1/2—z+ 9
0

(1/2+19)—%

Wir erhalten fiir den Erwartungswert von g (X):

E(gn(X)):%(nil+z9—1/2+1/2+z9—%) — .

Um zu beweisen, dal R”(g,) < R’(g%), brauchen wir uns wegen der Erwartungstreue der
gn und gy nur die entsprechenden Varianzen anzuschauen.

Es gilt:
Var(g,(X)) =1/4(Var(Y)+Var(Z)+2(E(YZ) — E(Y)E(Z)))
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Die Erwartungswerte von Y und Z kennen wir aus Teil (i). Die Varianzen von Y und Z sind
im Hinweis gegeben. Es bleibt also, E(Y Z) zu berechnen. Wir benutzen

P{Y <y, Z<z})=P{Y <y}) - P{Y <y, Z > z})
um die gemeinsame Dichte von Y und Z zu berechnen:

P{Y <y, Z2>2z}) = (P{z < X1 <y}))"
=@y—-2)" JI-1/2<z<y<d+1/2

Damit gilt fiiry > z

(y—9+1/2)" = (y—2)" 9-1/2<z2<y<d+1/2
PHY <y,Z<z})= 1 v+1/2<z
0 sonst

bzw. fiir y < z
PH{Y <y, Z <z}) = P{Y <y, Z <y})

und es folgt

fY,Z(yv ) ({Y < Y, Z < Z})

dy
n—l —2)"2 9—-1/2<z2<y<I+1/2
sonst

O+1/2  p0+1/2
/ / yzn(n —1)(y — 2)" 2dydz
9—1/2

0+1/2
= / (0 +1/2)nz(9 +1/2 — 2)" " tdz
9—1/2

0+1/2
— / 2(0+1/2 —2z)"dz (part. Int. bzgl. y)
9

-1/2
2—n
=92 ——
Tt
g2 h— 2
4(n+2)
Wir schlufifolgern
1

Var(gn(X)) =

2(n+ L)(n+2)

Wegen Var(X,) = o3 folgt, da Var(gn(X)) < Var(gi(X)) fiir alle ¥ € R.



