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Gruppenübung

G 3 Betrachten Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) und eine Folge (Ai)i∈J in A. Bewei-
sen Sie die folgende Äquivalenz:

(i) (Ai)i∈J ist unabhängig.

⇐⇒ (ii) Für alle endlichen, nichtleeren Mengen J1, J2 ⊆ J mit J1 ∩ J2 = ∅

und P (∩j2∈J2
Aj2) 6= 0 gilt

P (∩j1∈J1
Aj1| ∩j2∈J2

Aj2) = P (∩j1∈J1
Aj1).

”⇒“

P (∩j1∈J1
Aj1 | ∩j2∈J2

Aj2) =
P (∩j∈J1∪J2

Aj)

P (∩j2∈J2
Aj2)

(i)
=

∏

j∈J1∪J2
P (Aj)

∏

j2∈J2
P (Aj2)

=

∏

j1∈J1
P (Aj1) ·

∏

j2∈J2
P (Aj2)

∏

j2∈J2
P (Aj2)

=
∏

j1∈J1

P (Aj1)

= P (∩j1∈J1
Aj1)

”⇐“ vollständige Induktion über n = |J |:
Induktionsanfang: n = 1 : P (Aj) = P (Aj)
Induktionsschritt: Sei |J | = n + 1, j∗ ∈ J und J ′ = J \ {j∗}

P (∩j∈JAj) = P ((∩j∈J ′Aj) ∩ Aj∗)

= P (∩j∈J ′Aj |Aj∗) · P (Aj∗)

(ii)
= P (∩j∈J ′Aj) · P (Aj∗)

=
∏

j∈J ′

P (Aj) · P (Aj∗)

=
∏

j∈J

P (Aj)

G 4 Betrachten Sie das Zufallsexperiment und den zugehörigen Wahrscheinlichkeitsraum aus
Beispiel I.1.15 (Dartscheibe).

(i) Definieren Sie Zufallsvariablen X und Y , welche die erste Koordinate bzw. den Winkel
(in Polarkoordinaten) des Auftrittspunktes der Dartpfeiles beschreiben.

(ii) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktionen von X und Y .

Sei r ∈ (0,∞) der Radius der Dartscheibe. Gemäß Beispiel I.1.15 wählen wir als Ergebnis-

raum

Ω = {(ω1, ω2) ∈ R
2 : ω2

1 + ω2
2 ≤ r2}
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Die Zufallsvariable sind dann definiert durch

X : Ω → R, X(ω) = ω1, ω ∈ Ω

und

Y : Ω → R, Y (ω) =























































arctan
(

ω2

ω1

)

ω ∈ Ω, ω1 > 0, ω2 ≥ 0

arctan
(

ω2

ω1

)

+ π ω ∈ Ω, ω1 < 0, ω2 ≥ 0

arctan
(

ω2

ω1

)

+ π ω ∈ Ω, ω1 < 0, ω2 < 0

arctan
(

ω2

ω1

)

+ 2π ω ∈ Ω, ω1 > 0, ω2 < 0
π
2 ω1 = 0, ω2 ≥ 0

3π
2 ω1 = 0, ω2 < 0
.

Wir erhalten

P ({X ≤ x}) =
1

πr2
· 2

∫ x

−r

√

r2 − ω2
1dω1.

P ({Y ≤ α}) =
α

2π
, α ∈ (0, 2π].


