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G1

In einem Experiment sollen Familien mit zwei Kindern hinsichtlich der Geschlechterkombi-
nationen der zwei Kinder untersucht werden. Wir nehmen an, dass die Wahrscheinlichkeit
fiir ein Kind, ein Madchen bzw. ein Junge zu sein, jeweils gleich 0.5 ist.

Das Experiment besteht darin, eine Familie (mit zwei Kindern) zuféllig auszuwéhlen.

(i) Geben Sie den Wahrscheinlichkeitsraum an, der diesem Zufallsexperiment zugrunde
liegt!
(ii) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Familie einen Jungen hat?

In einem weiteren Experiment werden nur Familien mit zwei Kindern betrachtet, von denen
zumindest eines ein Junge ist.

(iii) Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass auch das andere Kind ein Junge ist?

In einem dritten Experiment (es werden wieder nur Familien mit zwei Kindern betrachtet),
besuchen wir eine dieser Familien. Die Tiir wird uns von einem Jungen geoffnet.

(iv) Wie hoch ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass auch das andere Kind ein Junge ist?
Uberlegen Sie zuerst, wie sich der Ergebnisraum fiir das dritte Experiment im Vergleich
zu den vorangegangenen dndert!

(i) mit den Abkiirzungen J=Junge und M=Médchen ergibt sich:

Q= {JJ,JM,MJ,MM}

A =P(Q)
P ist Gleichverteilung auf €2

(ii)
PH{JJ,JM,MJ}) =P(JJUJMUMJ)=P(JJ)+ P(JM)+ P(M.J) = Z
(iii)
P({JJ}) 1

PHJJY{JIJ, MJ,JM}) = PUJJ M) =3

(iv) Der Wahrscheinlichkeitsraum muss erweitert werden: Aus der Tatsache, dass uns ein
Junge die Tiir éffnet, kénnen wir ndmlich nicht ableiten, ob der Junge der &ltere oder
jiingere der beiden Geschwister ist. Unser neuer Ergebnisraum sieht demnach wie folgt aus:

Q= {JpJ,JJp, Jr M, JMp, My J, M Jp, MM, M Mr},

wobei Jr bzw. My der Junge bzw. das Médchen ist, welcher/s die Tiir 6ffnet.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist

P({JrJ, JJr})
P{Jrd, JIpY{Jrd, JJp, Jr M, MJr}) = FUnd <{]JT JTM}MJT}) =

N[N
N —
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G2 Sei A die Menge aller Teilmengen von 2 = N. Das Wahrscheinlichkeitsmafl P, auf 2 sei
definiert durch

1
Po(A)=—#{keN:1<k<nked}, Acu

Wenn der Grenzwert von P, (A) existiert, nennen wir

d(A) := lim Py(A)

n—oo

die Dichte von A. Mit D bezeichnen wir die Menge aller Teilmengen von 2, die eine Dichte
besitzen.

Zeigen Sie, dass ) € D, 2 € D und dass D abgeschlossen ist unter der Bildung von Komple-
menten, Differenzen und von Vereinigungen endlich vieler disjunkter Mengen.

Fiir jedes n € N gilt P,() = 0. Daher gilt auch d(()) = 0 und ) € D. Zudem gilt fiir alle
neN

Pn():—#{keN 1<k<n}=--n=1,

3|*—‘

woraus unmittelbar (wegen Q0 = N) die Aussagen d(2) =1 und Q2 € D ableitbar sind.

Seien A und A€ zueinander komplementére Teilmengen von N. Es gilt
Po(A) + Po(A°)
1 1
=—#{keN:1<k<n ke A}+—-#{keN:1<k<n, ke A}
n n
1
=—#{keA:1<k<njU{keA°:1<k<n}) =1
n
fiir alle n € N. Existieren die Grenzwerte, dann folgt
d(A°) =1—-d(A)
und somit A € D = A° e D.
Seien nun Ay, ..., A, disjunkte Mengen in D, dann
1
P,(AiU...UA,,) = 5#((141U...UAm)ﬂ{l,...,n})

i#((Alm{l,...,n})u...U(Amﬂ{l,...,n}))

Z%# (AN {L,...,n}) =D Pal(Ag)

k=1 k=1

Mit Grenzwertensédtzen aus der Analysis folgt

Fiir die Differenzbildung: A, B € D, B C A. Dann A° und B disjunkt und somit A°UB € D
und (A°UB)*=ANB*=A\BeD.



