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oder Residuum) ist eine Abbildung                       , definiert durch                                   und
                         für alle Bögen           . (Wir schreiben auch         anstelle von          ).
Der Residualgraph ist definiert als                                                    .
Beispiel:

9

D = (V, A)

←→

D := (V,
←→

A )
←→
A := A ∪

←−
A

(D, u, s, t) f

uf :

←→

A → R+ uf(a) := u(a) − f(a)

a ∈ Auf(←−a ) := f(a)

←−a := (j, i)a := (i, j) ∈ A

a

←−
A := {←−

a : a ∈ A}

Df := (V, {a ∈
←→
A : uf(a) > 0})

(fi,j, ui,j) = (3, 4) (5, 5)

(2, 3)

(0, 1)(2, 2)

s t

D
←→

D

r(a) uf(a)

←−
←−
a = a



Der Residualgraph

Definition 8:
Sei                   ein Digraph ohne gegenläufige Bögen. Für                         sei
der Rückwärtsbogen von     und                               die Menge aller Rückwärtsbögen. 
Setze                       und                       . (Bemerke, dass            .)
Sei                  ein Flussnetz und     ein Fluss. Die Restkapazität (auch Residualkapazität 
oder Residuum) ist eine Abbildung                       , definiert durch                                   und
                         für alle Bögen           . (Wir schreiben auch         anstelle von          ).
Der Residualgraph ist definiert als                                                    .
Beispiel:

9

D = (V, A)

←→

D := (V,
←→

A )
←→
A := A ∪

←−
A

(D, u, s, t) f

uf :

←→

A → R+ uf(a) := u(a) − f(a)

a ∈ Auf(←−a ) := f(a)

←−a := (j, i)a := (i, j) ∈ A

a

←−
A := {←−

a : a ∈ A}

Df := (V, {a ∈
←→
A : uf(a) > 0})

(fi,j, ui,j) = (3, 4) (5, 5)

(2, 3)

(0, 1)(2, 2)

s t

D
←→

D

r(a) uf(a)

uf(i, j) = ri,j = 3
5

2
2 0

←−
←−
a = a



Der Residualgraph

Definition 8:
Sei                   ein Digraph ohne gegenläufige Bögen. Für                         sei
der Rückwärtsbogen von     und                               die Menge aller Rückwärtsbögen. 
Setze                       und                       . (Bemerke, dass            .)
Sei                  ein Flussnetz und     ein Fluss. Die Restkapazität (auch Residualkapazität 
oder Residuum) ist eine Abbildung                       , definiert durch                                   und
                         für alle Bögen           . (Wir schreiben auch         anstelle von          ).
Der Residualgraph ist definiert als                                                    .
Beispiel:

9

D = (V, A)

←→

D := (V,
←→

A )
←→
A := A ∪

←−
A

(D, u, s, t) f

uf :

←→

A → R+ uf(a) := u(a) − f(a)

a ∈ Auf(←−a ) := f(a)

←−a := (j, i)a := (i, j) ∈ A

a

←−
A := {←−

a : a ∈ A}

Df := (V, {a ∈
←→
A : uf(a) > 0})

(fi,j, ui,j) = (3, 4) (5, 5)

(2, 3)

(0, 1)(2, 2)

s t

D
←→

D

r(a) uf(a)

uf(i, j) = ri,j = 3
5

2
2 0

0

1

0 1

1

←−
←−
a = a



Der Residualgraph

Definition 8:
Sei                   ein Digraph ohne gegenläufige Bögen. Für                         sei
der Rückwärtsbogen von     und                               die Menge aller Rückwärtsbögen. 
Setze                       und                       . (Bemerke, dass            .)
Sei                  ein Flussnetz und     ein Fluss. Die Restkapazität (auch Residualkapazität 
oder Residuum) ist eine Abbildung                       , definiert durch                                   und
                         für alle Bögen           . (Wir schreiben auch         anstelle von          ).
Der Residualgraph ist definiert als                                                    .
Beispiel:

9

D = (V, A)

←→

D := (V,
←→

A )
←→
A := A ∪

←−
A

(D, u, s, t) f

uf :

←→

A → R+ uf(a) := u(a) − f(a)

a ∈ Auf(←−a ) := f(a)

←−a := (j, i)a := (i, j) ∈ A

a

←−
A := {←−

a : a ∈ A}

Df := (V, {a ∈
←→
A : uf(a) > 0})

(fi,j, ui,j) = (3, 4) (5, 5)

(2, 3)

(0, 1)(2, 2)

s t

D
←→

D

r(a) uf(a)

uf(i, j) = ri,j = 3
5

2
2 0

0

1

0 1

1

Df

5

2

2

1

1

1

3

←−
←−
a = a



Der Residualgraph

Definition 8:
Sei                   ein Digraph ohne gegenläufige Bögen. Für                         sei
der Rückwärtsbogen von     und                               die Menge aller Rückwärtsbögen. 
Setze                       und                       . (Bemerke, dass            .)
Sei                  ein Flussnetz und     ein Fluss. Die Restkapazität (auch Residualkapazität 
oder Residuum) ist eine Abbildung                       , definiert durch                                   und
                         für alle Bögen           . (Wir schreiben auch         anstelle von          ).
Der Residualgraph ist definiert als                                                    .
Beispiel:

Bemerkung: Wir betrachten hier (und im Folgenden) nur Digraphen ohne gegenläufige Bögen. 
Digraphen mit antiparallelen Bögen würden im Residualgraphen u.U. Multibögen zur Folge 
haben:

9

D = (V, A)

←→

D := (V,
←→

A )
←→
A := A ∪

←−
A

(D, u, s, t) f

uf :

←→

A → R+ uf(a) := u(a) − f(a)

a ∈ Auf(←−a ) := f(a)

←−a := (j, i)a := (i, j) ∈ A

a

←−
A := {←−

a : a ∈ A}

Df := (V, {a ∈
←→
A : uf(a) > 0})

(fi,j, ui,j) = (3, 4) (5, 5)

(2, 3)

(0, 1)(2, 2)

s t

D
←→

D

r(a) uf(a)

uf(i, j) = ri,j = 3
5

2
2 0

0

1

0 1

1

Df

5

2

2

1

1

1

3

←−
←−
a = a



Der Residualgraph

Definition 8:
Sei                   ein Digraph ohne gegenläufige Bögen. Für                         sei
der Rückwärtsbogen von     und                               die Menge aller Rückwärtsbögen. 
Setze                       und                       . (Bemerke, dass            .)
Sei                  ein Flussnetz und     ein Fluss. Die Restkapazität (auch Residualkapazität 
oder Residuum) ist eine Abbildung                       , definiert durch                                   und
                         für alle Bögen           . (Wir schreiben auch         anstelle von          ).
Der Residualgraph ist definiert als                                                    .
Beispiel:

Bemerkung: Wir betrachten hier (und im Folgenden) nur Digraphen ohne gegenläufige Bögen. 
Digraphen mit antiparallelen Bögen würden im Residualgraphen u.U. Multibögen zur Folge 
haben:

9

D = (V, A)

←→

D := (V,
←→

A )
←→
A := A ∪

←−
A

(D, u, s, t) f

uf :

←→

A → R+ uf(a) := u(a) − f(a)

a ∈ Auf(←−a ) := f(a)

←−a := (j, i)a := (i, j) ∈ A

a

←−
A := {←−

a : a ∈ A}

Df := (V, {a ∈
←→
A : uf(a) > 0})

(fi,j, ui,j) = (3, 4) (5, 5)

(2, 3)

(0, 1)(2, 2)

s t

D
←→

D

r(a) uf(a)

uf(i, j) = ri,j = 3
5

2
2 0

0

1

0 1

1

Df

5

2

2

1

1

1

3

D

←−
←−
a = a



Der Residualgraph

Definition 8:
Sei                   ein Digraph ohne gegenläufige Bögen. Für                         sei
der Rückwärtsbogen von     und                               die Menge aller Rückwärtsbögen. 
Setze                       und                       . (Bemerke, dass            .)
Sei                  ein Flussnetz und     ein Fluss. Die Restkapazität (auch Residualkapazität 
oder Residuum) ist eine Abbildung                       , definiert durch                                   und
                         für alle Bögen           . (Wir schreiben auch         anstelle von          ).
Der Residualgraph ist definiert als                                                    .
Beispiel:

Bemerkung: Wir betrachten hier (und im Folgenden) nur Digraphen ohne gegenläufige Bögen. 
Digraphen mit antiparallelen Bögen würden im Residualgraphen u.U. Multibögen zur Folge 
haben:

9

D = (V, A)

←→

D := (V,
←→

A )
←→
A := A ∪

←−
A

(D, u, s, t) f

uf :

←→

A → R+ uf(a) := u(a) − f(a)

a ∈ Auf(←−a ) := f(a)

←−a := (j, i)a := (i, j) ∈ A

a

←−
A := {←−

a : a ∈ A}

Df := (V, {a ∈
←→
A : uf(a) > 0})

(fi,j, ui,j) = (3, 4) (5, 5)

(2, 3)

(0, 1)(2, 2)

s t

D
←→

D

r(a) uf(a)

uf(i, j) = ri,j = 3
5

2
2 0

0

1

0 1

1

Df

5

2

2

1

1

1

3

D
←→

D

←−
←−
a = a



Der Residualgraph

Definition 8:
Sei                   ein Digraph ohne gegenläufige Bögen. Für                         sei
der Rückwärtsbogen von     und                               die Menge aller Rückwärtsbögen. 
Setze                       und                       . (Bemerke, dass            .)
Sei                  ein Flussnetz und     ein Fluss. Die Restkapazität (auch Residualkapazität 
oder Residuum) ist eine Abbildung                       , definiert durch                                   und
                         für alle Bögen           . (Wir schreiben auch         anstelle von          ).
Der Residualgraph ist definiert als                                                    .
Beispiel:

Bemerkung: Wir betrachten hier (und im Folgenden) nur Digraphen ohne gegenläufige Bögen. 
Digraphen mit antiparallelen Bögen würden im Residualgraphen u.U. Multibögen zur Folge 
haben:

Diese Einschränkung ist jedoch kein Verlust an Allgemeinheit, da man gegenläufige Bögen 
durch Hinzufügen weiterer Knoten „unschädlich“ machen kann:

9

D = (V, A)

←→

D := (V,
←→

A )
←→
A := A ∪

←−
A

(D, u, s, t) f

uf :

←→

A → R+ uf(a) := u(a) − f(a)

a ∈ Auf(←−a ) := f(a)

←−a := (j, i)a := (i, j) ∈ A

a

←−
A := {←−

a : a ∈ A}

Df := (V, {a ∈
←→
A : uf(a) > 0})

(fi,j, ui,j) = (3, 4) (5, 5)

(2, 3)

(0, 1)(2, 2)

s t

D
←→

D

r(a) uf(a)

uf(i, j) = ri,j = 3
5

2
2 0

0

1

0 1

1

Df

5

2

2

1

1

1

3

D
←→

D

←−
←−
a = a



Der Residualgraph

Definition 8:
Sei                   ein Digraph ohne gegenläufige Bögen. Für                         sei
der Rückwärtsbogen von     und                               die Menge aller Rückwärtsbögen. 
Setze                       und                       . (Bemerke, dass            .)
Sei                  ein Flussnetz und     ein Fluss. Die Restkapazität (auch Residualkapazität 
oder Residuum) ist eine Abbildung                       , definiert durch                                   und
                         für alle Bögen           . (Wir schreiben auch         anstelle von          ).
Der Residualgraph ist definiert als                                                    .
Beispiel:

Bemerkung: Wir betrachten hier (und im Folgenden) nur Digraphen ohne gegenläufige Bögen. 
Digraphen mit antiparallelen Bögen würden im Residualgraphen u.U. Multibögen zur Folge 
haben:

Diese Einschränkung ist jedoch kein Verlust an Allgemeinheit, da man gegenläufige Bögen 
durch Hinzufügen weiterer Knoten „unschädlich“ machen kann:

9

D = (V, A)

←→

D := (V,
←→

A )
←→
A := A ∪

←−
A

(D, u, s, t) f

uf :

←→

A → R+ uf(a) := u(a) − f(a)

a ∈ Auf(←−a ) := f(a)

←−a := (j, i)a := (i, j) ∈ A

a

←−
A := {←−

a : a ∈ A}

Df := (V, {a ∈
←→
A : uf(a) > 0})

(fi,j, ui,j) = (3, 4) (5, 5)

(2, 3)

(0, 1)(2, 2)

s t

D
←→

D

r(a) uf(a)

uf(i, j) = ri,j = 3
5

2
2 0

0

1

0 1

1

Df

5

2

2

1

1

1

3

D
←→

D

D
′

←−
←−
a = a



Der Residualgraph

Definition 8:
Sei                   ein Digraph ohne gegenläufige Bögen. Für                         sei
der Rückwärtsbogen von     und                               die Menge aller Rückwärtsbögen. 
Setze                       und                       . (Bemerke, dass            .)
Sei                  ein Flussnetz und     ein Fluss. Die Restkapazität (auch Residualkapazität 
oder Residuum) ist eine Abbildung                       , definiert durch                                   und
                         für alle Bögen           . (Wir schreiben auch         anstelle von          ).
Der Residualgraph ist definiert als                                                    .
Beispiel:

Bemerkung: Wir betrachten hier (und im Folgenden) nur Digraphen ohne gegenläufige Bögen. 
Digraphen mit antiparallelen Bögen würden im Residualgraphen u.U. Multibögen zur Folge 
haben:

Diese Einschränkung ist jedoch kein Verlust an Allgemeinheit, da man gegenläufige Bögen 
durch Hinzufügen weiterer Knoten „unschädlich“ machen kann:

9

D = (V, A)

←→

D := (V,
←→

A )
←→
A := A ∪

←−
A

(D, u, s, t) f

uf :

←→

A → R+ uf(a) := u(a) − f(a)

a ∈ Auf(←−a ) := f(a)

←−a := (j, i)a := (i, j) ∈ A

a

←−
A := {←−

a : a ∈ A}

Df := (V, {a ∈
←→
A : uf(a) > 0})

(fi,j, ui,j) = (3, 4) (5, 5)

(2, 3)

(0, 1)(2, 2)

s t

D
←→

D

r(a) uf(a)

uf(i, j) = ri,j = 3
5

2
2 0

0

1

0 1

1

Df

5

2

2

1

1

1

3

D
←→

D

D
′ ←→

D
′

←−
←−
a = a



Zunehmende Wege (augmenting paths)

10



Zunehmende Wege (augmenting paths)

Definition 9:
Sei                  ein Flussnetz,    ein Fluss,     ein (ungerichteter) Weg (oder ein Kreis) in       und
           eine reelle Zahl. Unter der Zunahme von    entlang     um     verstehen wir folgende 
Operation für alle Bögen    des Pfades    :

10

(D, u, s, t) f P Df

f P γ

a P

γ > 0



Zunehmende Wege (augmenting paths)

Definition 9:
Sei                  ein Flussnetz,    ein Fluss,     ein (ungerichteter) Weg (oder ein Kreis) in       und
           eine reelle Zahl. Unter der Zunahme von    entlang     um     verstehen wir folgende 
Operation für alle Bögen    des Pfades    :

Ist           , dann erhöhe         um   .

10

(D, u, s, t) f P Df

f P γ

a P

a ∈ A f(a) γ

γ > 0



Zunehmende Wege (augmenting paths)

Definition 9:
Sei                  ein Flussnetz,    ein Fluss,     ein (ungerichteter) Weg (oder ein Kreis) in       und
           eine reelle Zahl. Unter der Zunahme von    entlang     um     verstehen wir folgende 
Operation für alle Bögen    des Pfades    :

Ist           , dann erhöhe         um   .
Ist             (also            ), dann erniedrige          um   .

10

(D, u, s, t) f P Df

f P γ

a P

a ∈ A f(a) γ

a ∈
←−
A

←−
a ∈ A f(←−a ) γ

γ > 0



Zunehmende Wege (augmenting paths)

Definition 9:
Sei                  ein Flussnetz,    ein Fluss,     ein (ungerichteter) Weg (oder ein Kreis) in       und
           eine reelle Zahl. Unter der Zunahme von    entlang     um     verstehen wir folgende 
Operation für alle Bögen    des Pfades    :

Ist           , dann erhöhe         um   .
Ist             (also            ), dann erniedrige          um   .

Definition 10:
Ein   -augmentierender Weg ist ein (vorwärtsgerichteter)   - -Weg im Residualgraphen      .

10

(D, u, s, t) f P Df

f P γ

a P

a ∈ A f(a) γ

a ∈
←−
A

←−
a ∈ A f(←−a ) γ

f s t Df

γ > 0



Zunehmende Wege (augmenting paths)

Definition 9:
Sei                  ein Flussnetz,    ein Fluss,     ein (ungerichteter) Weg (oder ein Kreis) in       und
           eine reelle Zahl. Unter der Zunahme von    entlang     um     verstehen wir folgende 
Operation für alle Bögen    des Pfades    :

Ist           , dann erhöhe         um   .
Ist             (also            ), dann erniedrige          um   .

Definition 10:
Ein   -augmentierender Weg ist ein (vorwärtsgerichteter)   - -Weg im Residualgraphen      .
Beispiel:

10

(D, u, s, t) f P Df

f P γ

a P

a ∈ A f(a) γ

a ∈
←−
A

←−
a ∈ A f(←−a ) γ

f s t Df

γ > 0



Zunehmende Wege (augmenting paths)

Definition 9:
Sei                  ein Flussnetz,    ein Fluss,     ein (ungerichteter) Weg (oder ein Kreis) in       und
           eine reelle Zahl. Unter der Zunahme von    entlang     um     verstehen wir folgende 
Operation für alle Bögen    des Pfades    :

Ist           , dann erhöhe         um   .
Ist             (also            ), dann erniedrige          um   .

Definition 10:
Ein   -augmentierender Weg ist ein (vorwärtsgerichteter)   - -Weg im Residualgraphen      .
Beispiel:

10

(D, u, s, t) f P Df

f P γ

a P

a ∈ A f(a) γ

a ∈
←−
A

←−
a ∈ A f(←−a ) γ

f s t Df

(fi,j, ui,j) = (3, 4) (5, 5)

(2, 3)

(0, 1)(2, 2)

s t

D

γ > 0



Zunehmende Wege (augmenting paths)

Definition 9:
Sei                  ein Flussnetz,    ein Fluss,     ein (ungerichteter) Weg (oder ein Kreis) in       und
           eine reelle Zahl. Unter der Zunahme von    entlang     um     verstehen wir folgende 
Operation für alle Bögen    des Pfades    :

Ist           , dann erhöhe         um   .
Ist             (also            ), dann erniedrige          um   .

Definition 10:
Ein   -augmentierender Weg ist ein (vorwärtsgerichteter)   - -Weg im Residualgraphen      .
Beispiel:

10

(D, u, s, t) f P Df

f P γ

a P

a ∈ A f(a) γ

a ∈
←−
A

←−
a ∈ A f(←−a ) γ

f s t Df

(fi,j, ui,j) = (3, 4) (5, 5)

(2, 3)

(0, 1)(2, 2)

s t

D Df

5

2

2

1

1

1

3

ts

γ > 0



Zunehmende Wege (augmenting paths)

Definition 9:
Sei                  ein Flussnetz,    ein Fluss,     ein (ungerichteter) Weg (oder ein Kreis) in       und
           eine reelle Zahl. Unter der Zunahme von    entlang     um     verstehen wir folgende 
Operation für alle Bögen    des Pfades    :

Ist           , dann erhöhe         um   .
Ist             (also            ), dann erniedrige          um   .

Definition 10:
Ein   -augmentierender Weg ist ein (vorwärtsgerichteter)   - -Weg im Residualgraphen      .
Beispiel:

10

(D, u, s, t) f P Df

f P γ

a P

a ∈ A f(a) γ

a ∈
←−
A

←−
a ∈ A f(←−a ) γ

f s t Df

(fi,j, ui,j) = (3, 4) (5, 5)

(2, 3)

(0, 1)(2, 2)

s t

D Df

5

2

2

1

1

1

3

ts

γ > 0



Zunehmende Wege (augmenting paths)

Definition 9:
Sei                  ein Flussnetz,    ein Fluss,     ein (ungerichteter) Weg (oder ein Kreis) in       und
           eine reelle Zahl. Unter der Zunahme von    entlang     um     verstehen wir folgende 
Operation für alle Bögen    des Pfades    :

Ist           , dann erhöhe         um   .
Ist             (also            ), dann erniedrige          um   .

Definition 10:
Ein   -augmentierender Weg ist ein (vorwärtsgerichteter)   - -Weg im Residualgraphen      .
Beispiel:

10

(D, u, s, t) f P Df

f P γ

a P

a ∈ A f(a) γ

a ∈
←−
A

←−
a ∈ A f(←−a ) γ

f s t Df

(fi,j, ui,j) = (3, 4) (5, 5)

(2, 3)

(0, 1)(2, 2)

s t

D

(5, 5)

(2, 2)

s t

DDf

5

2

2

1

1

1

3

ts

γ > 0



Zunehmende Wege (augmenting paths)

Definition 9:
Sei                  ein Flussnetz,    ein Fluss,     ein (ungerichteter) Weg (oder ein Kreis) in       und
           eine reelle Zahl. Unter der Zunahme von    entlang     um     verstehen wir folgende 
Operation für alle Bögen    des Pfades    :

Ist           , dann erhöhe         um   .
Ist             (also            ), dann erniedrige          um   .

Definition 10:
Ein   -augmentierender Weg ist ein (vorwärtsgerichteter)   - -Weg im Residualgraphen      .
Beispiel:

10

(D, u, s, t) f P Df

f P γ

a P

a ∈ A f(a) γ

a ∈
←−
A

←−
a ∈ A f(←−a ) γ

f s t Df

(fi,j, ui,j) = (3, 4) (5, 5)
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bezüglich     zunehmenden Weg gibt.

11

(D, u, s, t)f
f



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

11

(D, u, s, t)f
f



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .

11

(D, u, s, t)f
f

f f P⇒



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

f f P

γ > 0

⇒



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

f f P

γ > 0

f

⇒

P f ′
γ



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

f f P

γ > 0

f

⇒

P f ′

f ′

γ

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .
Sei     die Menge aller Punkte                , für die es einen Weg von    nach    in       gibt.

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

X v ∈ V (D) s v Df

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .
Sei     die Menge aller Punkte                , für die es einen Weg von    nach    in       gibt.

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

X v ∈ V (D) s v Df

X = {s}

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .
Sei     die Menge aller Punkte                , für die es einen Weg von    nach    in       gibt.
Dann ist           und          .

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

X v ∈ V (D) s v Df

s ∈ X t /∈ X
X = {s}

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .
Sei     die Menge aller Punkte                , für die es einen Weg von    nach    in       gibt.
Dann ist           und          .
Also definiert     einen   - -Schnitt                                                  .

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

X v ∈ V (D) s v Df

s ∈ X t /∈ X

X s t S := {(i, j) ∈ A : i ∈ X, j /∈ X}
X = {s}

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .
Sei     die Menge aller Punkte                , für die es einen Weg von    nach    in       gibt.
Dann ist           und          .
Also definiert     einen   - -Schnitt                                                  .
Es gibt keine Originalbögen in      , die aus     herauszeigen.

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

X v ∈ V (D) s v Df

s ∈ X t /∈ X

X s t

Df X

S := {(i, j) ∈ A : i ∈ X, j /∈ X}
X = {s}

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .
Sei     die Menge aller Punkte                , für die es einen Weg von    nach    in       gibt.
Dann ist           und          .
Also definiert     einen   - -Schnitt                                                  .
Es gibt keine Originalbögen in      , die aus     herauszeigen.

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

X v ∈ V (D) s v Df

s ∈ X t /∈ X

X s t

Df X

S := {(i, j) ∈ A : i ∈ X, j /∈ X}
X = {s}

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .
Sei     die Menge aller Punkte                , für die es einen Weg von    nach    in       gibt.
Dann ist           und          .
Also definiert     einen   - -Schnitt                                                  .
Es gibt keine Originalbögen in      , die aus     herauszeigen.
Also sind diese Bögen           gesättigt, d.h.                   .

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

X v ∈ V (D) s v Df

s ∈ X t /∈ X

X s t

Df X

f(a) = u(a)

S := {(i, j) ∈ A : i ∈ X, j /∈ X}

a ∈ S

X = {s}

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .
Sei     die Menge aller Punkte                , für die es einen Weg von    nach    in       gibt.
Dann ist           und          .
Also definiert     einen   - -Schnitt                                                  .
Es gibt keine Originalbögen in      , die aus     herauszeigen.
Also sind diese Bögen           gesättigt, d.h.                   .
Es gibt auch keine Rückwärtsbögen              , die aus     herauszeigen.

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

X v ∈ V (D) s v Df

s ∈ X t /∈ X

X s t

Df X

f(a) = u(a)

S := {(i, j) ∈ A : i ∈ X, j /∈ X}

a ∈ S

←−
a ∈ Df X

X = {s}

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .
Sei     die Menge aller Punkte                , für die es einen Weg von    nach    in       gibt.
Dann ist           und          .
Also definiert     einen   - -Schnitt                                                  .
Es gibt keine Originalbögen in      , die aus     herauszeigen.
Also sind diese Bögen           gesättigt, d.h.                   .
Es gibt auch keine Rückwärtsbögen              , die aus     herauszeigen.
Also gilt für den jew. zugehörigen Originalbogen   , der in     hineinzeigt,               .

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

X v ∈ V (D) s v Df

s ∈ X t /∈ X

X s t

Df X

f(a) = u(a)

S := {(i, j) ∈ A : i ∈ X, j /∈ X}

a ∈ S

←−
a ∈ Df X

a X f(a) = 0

X = {s}

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .
Sei     die Menge aller Punkte                , für die es einen Weg von    nach    in       gibt.
Dann ist           und          .
Also definiert     einen   - -Schnitt                                                  .
Es gibt keine Originalbögen in      , die aus     herauszeigen.
Also sind diese Bögen           gesättigt, d.h.                   .
Es gibt auch keine Rückwärtsbögen              , die aus     herauszeigen.
Also gilt für den jew. zugehörigen Originalbogen   , der in     hineinzeigt,               .
Betrachte nun die Abschätzung aus dem Beweis von Lemma 6:

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

X v ∈ V (D) s v Df

s ∈ X t /∈ X

X s t

Df X

f(a) = u(a)

S := {(i, j) ∈ A : i ∈ X, j /∈ X}

a ∈ S

←−
a ∈ Df X

a X f(a) = 0

X = {s}

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .
Sei     die Menge aller Punkte                , für die es einen Weg von    nach    in       gibt.
Dann ist           und          .
Also definiert     einen   - -Schnitt                                                  .
Es gibt keine Originalbögen in      , die aus     herauszeigen.
Also sind diese Bögen           gesättigt, d.h.                   .
Es gibt auch keine Rückwärtsbögen              , die aus     herauszeigen.
Also gilt für den jew. zugehörigen Originalbogen   , der in     hineinzeigt,               .
Betrachte nun die Abschätzung aus dem Beweis von Lemma 6:

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

val(f) = ...

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

X v ∈ V (D) s v Df

s ∈ X t /∈ X

X s t

Df X

f(a) = u(a)

S := {(i, j) ∈ A : i ∈ X, j /∈ X}

a ∈ S

←−
a ∈ Df X

a X f(a) = 0

X = {s}

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .
Sei     die Menge aller Punkte                , für die es einen Weg von    nach    in       gibt.
Dann ist           und          .
Also definiert     einen   - -Schnitt                                                  .
Es gibt keine Originalbögen in      , die aus     herauszeigen.
Also sind diese Bögen           gesättigt, d.h.                   .
Es gibt auch keine Rückwärtsbögen              , die aus     herauszeigen.
Also gilt für den jew. zugehörigen Originalbogen   , der in     hineinzeigt,               .
Betrachte nun die Abschätzung aus dem Beweis von Lemma 6:

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

=
∑

(w,v)∈A
w∈X,v /∈X

f(w, v) −

∑
(v,w)∈A

v /∈X,w∈X

f(v, w)val(f) = ...

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

X v ∈ V (D) s v Df

s ∈ X t /∈ X

X s t

Df X

f(a) = u(a)

S := {(i, j) ∈ A : i ∈ X, j /∈ X}

a ∈ S

←−
a ∈ Df X

a X f(a) = 0

X = {s}

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .
Sei     die Menge aller Punkte                , für die es einen Weg von    nach    in       gibt.
Dann ist           und          .
Also definiert     einen   - -Schnitt                                                  .
Es gibt keine Originalbögen in      , die aus     herauszeigen.
Also sind diese Bögen           gesättigt, d.h.                   .
Es gibt auch keine Rückwärtsbögen              , die aus     herauszeigen.
Also gilt für den jew. zugehörigen Originalbogen   , der in     hineinzeigt,               .
Betrachte nun die Abschätzung aus dem Beweis von Lemma 6:

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

=
∑

(w,v)∈A
w∈X,v /∈X

f(w, v) −

∑
(v,w)∈A

v /∈X,w∈X

f(v, w)val(f) = ... =
∑

(w,v)∈A
w∈X,v /∈X

f(w, v)

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

X v ∈ V (D) s v Df

s ∈ X t /∈ X

X s t

Df X

f(a) = u(a)

S := {(i, j) ∈ A : i ∈ X, j /∈ X}

a ∈ S

←−
a ∈ Df X

a X f(a) = 0

X = {s}

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .
Sei     die Menge aller Punkte                , für die es einen Weg von    nach    in       gibt.
Dann ist           und          .
Also definiert     einen   - -Schnitt                                                  .
Es gibt keine Originalbögen in      , die aus     herauszeigen.
Also sind diese Bögen           gesättigt, d.h.                   .
Es gibt auch keine Rückwärtsbögen              , die aus     herauszeigen.
Also gilt für den jew. zugehörigen Originalbogen   , der in     hineinzeigt,               .
Betrachte nun die Abschätzung aus dem Beweis von Lemma 6:

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

=
∑

(w,v)∈A
w∈X,v /∈X

f(w, v) −

∑
(v,w)∈A

v /∈X,w∈X

f(v, w)val(f) = ... =
∑

(w,v)∈A
w∈X,v /∈X

f(w, v)

=
∑

(w,v)∈A
w∈X,v /∈X

u(w, v)

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

X v ∈ V (D) s v Df

s ∈ X t /∈ X

X s t

Df X

f(a) = u(a)

S := {(i, j) ∈ A : i ∈ X, j /∈ X}

a ∈ S

←−
a ∈ Df X

a X f(a) = 0

X = {s}

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .
Sei     die Menge aller Punkte                , für die es einen Weg von    nach    in       gibt.
Dann ist           und          .
Also definiert     einen   - -Schnitt                                                  .
Es gibt keine Originalbögen in      , die aus     herauszeigen.
Also sind diese Bögen           gesättigt, d.h.                   .
Es gibt auch keine Rückwärtsbögen              , die aus     herauszeigen.
Also gilt für den jew. zugehörigen Originalbogen   , der in     hineinzeigt,               .
Betrachte nun die Abschätzung aus dem Beweis von Lemma 6:

11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

=
∑

(w,v)∈A
w∈X,v /∈X

f(w, v) −

∑
(v,w)∈A

v /∈X,w∈X

f(v, w)

= u(X)

val(f) = ... =
∑

(w,v)∈A
w∈X,v /∈X

f(w, v)

=
∑

(w,v)∈A
w∈X,v /∈X

u(w, v)

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

X v ∈ V (D) s v Df

s ∈ X t /∈ X

X s t

Df X

f(a) = u(a)

S := {(i, j) ∈ A : i ∈ X, j /∈ X}

a ∈ S

←−
a ∈ Df X

a X f(a) = 0

X = {s}

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Der Satz vom zunehmenden Weg

Satz 11 (augmenting path theorem):
Ein Fluss     auf einem Flussnetz                  ist genau dann maximal, wenn es keinen 
bezüglich     zunehmenden Weg gibt.
Beweis:

(    ) Sei    ein maximaler Fluss. Angenommen, es gibt einen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Augmentiere    entlang     um    . Sei     der augmentierte Fluss.
Dann hat     den Wert                                                , im Widerspruch zur Maximalität.

(    ) Angenommen, es gibt keinen bzgl.    zunehmenden Weg    .
Das heißt, es gibt im Residualgraphen       keinen Weg von    nach   .
Sei     die Menge aller Punkte                , für die es einen Weg von    nach    in       gibt.
Dann ist           und          .
Also definiert     einen   - -Schnitt                                                  .
Es gibt keine Originalbögen in      , die aus     herauszeigen.
Also sind diese Bögen           gesättigt, d.h.                   .
Es gibt auch keine Rückwärtsbögen              , die aus     herauszeigen.
Also gilt für den jew. zugehörigen Originalbogen   , der in     hineinzeigt,               .
Betrachte nun die Abschätzung aus dem Beweis von Lemma 6:

Somit ist    maximal.
11

(D, u, s, t)f
f

γ := mina∈P uf(a)

Df

5

2

2

1

1

4

s t

=
∑

(w,v)∈A
w∈X,v /∈X

f(w, v) −

∑
(v,w)∈A

v /∈X,w∈X

f(v, w)

= u(X)

val(f) = ... =
∑

(w,v)∈A
w∈X,v /∈X

f(w, v)

=
∑

(w,v)∈A
w∈X,v /∈X

u(w, v)

f f P

γ > 0

f

⇒

P

⇐

f ′

f ′

γ

f P

Df s t

X v ∈ V (D) s v Df

s ∈ X t /∈ X

X s t

Df X

f(a) = u(a)

S := {(i, j) ∈ A : i ∈ X, j /∈ X}

a ∈ S

←−
a ∈ Df X

a X f(a) = 0

X = {s}

f

val(f ′) = val(f) + γ > val(f)



Das Max-Flow Min-Cut Theorem und ganzzahlige Flüsse

12



Das Max-Flow Min-Cut Theorem und ganzzahlige Flüsse

Satz 12 (Ford, Fulkerson 1956; Elias, Feinstein, Shannon 1956):
Der maximale Wert eines   - -Flusses auf einem Flussnetz                  stimmt mit der 
minimalen Kapazität eines   - -Schnitts auf diesem Netz überein.

12

(D, u, s, t)s t

s t



Das Max-Flow Min-Cut Theorem und ganzzahlige Flüsse

Satz 12 (Ford, Fulkerson 1956; Elias, Feinstein, Shannon 1956):
Der maximale Wert eines   - -Flusses auf einem Flussnetz                  stimmt mit der 
minimalen Kapazität eines   - -Schnitts auf diesem Netz überein.
Beweis:

12

(D, u, s, t)s t

s t



Das Max-Flow Min-Cut Theorem und ganzzahlige Flüsse

Satz 12 (Ford, Fulkerson 1956; Elias, Feinstein, Shannon 1956):
Der maximale Wert eines   - -Flusses auf einem Flussnetz                  stimmt mit der 
minimalen Kapazität eines   - -Schnitts auf diesem Netz überein.
Beweis:

Die Existenz von maximalen Flüssen wurde in Satz 4 gezeigt.

12

(D, u, s, t)s t

s t



Das Max-Flow Min-Cut Theorem und ganzzahlige Flüsse

Satz 12 (Ford, Fulkerson 1956; Elias, Feinstein, Shannon 1956):
Der maximale Wert eines   - -Flusses auf einem Flussnetz                  stimmt mit der 
minimalen Kapazität eines   - -Schnitts auf diesem Netz überein.
Beweis:

Die Existenz von maximalen Flüssen wurde in Satz 4 gezeigt.
Ein Fluss    ist genau dann maximal, wenn die Menge     aller von    aus auf einem 
zunehmenden Weg erreichbaren Knoten    nicht enthält (Beweis von Satz 11).

12

(D, u, s, t)s t

s t

f X s

t



Das Max-Flow Min-Cut Theorem und ganzzahlige Flüsse

Satz 12 (Ford, Fulkerson 1956; Elias, Feinstein, Shannon 1956):
Der maximale Wert eines   - -Flusses auf einem Flussnetz                  stimmt mit der 
minimalen Kapazität eines   - -Schnitts auf diesem Netz überein.
Beweis:

Die Existenz von maximalen Flüssen wurde in Satz 4 gezeigt.
Ein Fluss    ist genau dann maximal, wenn die Menge     aller von    aus auf einem 
zunehmenden Weg erreichbaren Knoten    nicht enthält (Beweis von Satz 11).
In diesem Fall gilt                        , siehe ebenfalls Beweis von Satz 11.

12

(D, u, s, t)s t

s t

f X s

t

val(f) = u(X)



Das Max-Flow Min-Cut Theorem und ganzzahlige Flüsse

Satz 12 (Ford, Fulkerson 1956; Elias, Feinstein, Shannon 1956):
Der maximale Wert eines   - -Flusses auf einem Flussnetz                  stimmt mit der 
minimalen Kapazität eines   - -Schnitts auf diesem Netz überein.
Beweis:

Die Existenz von maximalen Flüssen wurde in Satz 4 gezeigt.
Ein Fluss    ist genau dann maximal, wenn die Menge     aller von    aus auf einem 
zunehmenden Weg erreichbaren Knoten    nicht enthält (Beweis von Satz 11).
In diesem Fall gilt                        , siehe ebenfalls Beweis von Satz 11.

Satz 13:
Sei                  ein Flussnetz mit ganzzahligen Kapazitäten               für alle                     . 
Dann gibt es einen ganzzahligen maximalen Fluss.

12

(D, u, s, t)s t

s t

f X s

t

val(f) = u(X)

(D, u, s, t) ui,j ∈ Z (i, j) ∈ A(D)



Das Max-Flow Min-Cut Theorem und ganzzahlige Flüsse

Satz 12 (Ford, Fulkerson 1956; Elias, Feinstein, Shannon 1956):
Der maximale Wert eines   - -Flusses auf einem Flussnetz                  stimmt mit der 
minimalen Kapazität eines   - -Schnitts auf diesem Netz überein.
Beweis:

Die Existenz von maximalen Flüssen wurde in Satz 4 gezeigt.
Ein Fluss    ist genau dann maximal, wenn die Menge     aller von    aus auf einem 
zunehmenden Weg erreichbaren Knoten    nicht enthält (Beweis von Satz 11).
In diesem Fall gilt                        , siehe ebenfalls Beweis von Satz 11.

Satz 13:
Sei                  ein Flussnetz mit ganzzahligen Kapazitäten               für alle                     . 
Dann gibt es einen ganzzahligen maximalen Fluss.
Beweis:

12

(D, u, s, t)s t

s t

f X s

t

val(f) = u(X)

(D, u, s, t) ui,j ∈ Z (i, j) ∈ A(D)



Das Max-Flow Min-Cut Theorem und ganzzahlige Flüsse

Satz 12 (Ford, Fulkerson 1956; Elias, Feinstein, Shannon 1956):
Der maximale Wert eines   - -Flusses auf einem Flussnetz                  stimmt mit der 
minimalen Kapazität eines   - -Schnitts auf diesem Netz überein.
Beweis:

Die Existenz von maximalen Flüssen wurde in Satz 4 gezeigt.
Ein Fluss    ist genau dann maximal, wenn die Menge     aller von    aus auf einem 
zunehmenden Weg erreichbaren Knoten    nicht enthält (Beweis von Satz 11).
In diesem Fall gilt                        , siehe ebenfalls Beweis von Satz 11.

Satz 13:
Sei                  ein Flussnetz mit ganzzahligen Kapazitäten               für alle                     . 
Dann gibt es einen ganzzahligen maximalen Fluss.
Beweis:

Durch               für alle                       wird ein ganzzahliger zulässiger Fluss definiert.

12

(D, u, s, t)s t

s t

f X s

t

val(f) = u(X)

(D, u, s, t) ui,j ∈ Z (i, j) ∈ A(D)

fi,j := 0 (i, j) ∈ A(D)



Das Max-Flow Min-Cut Theorem und ganzzahlige Flüsse

Satz 12 (Ford, Fulkerson 1956; Elias, Feinstein, Shannon 1956):
Der maximale Wert eines   - -Flusses auf einem Flussnetz                  stimmt mit der 
minimalen Kapazität eines   - -Schnitts auf diesem Netz überein.
Beweis:

Die Existenz von maximalen Flüssen wurde in Satz 4 gezeigt.
Ein Fluss    ist genau dann maximal, wenn die Menge     aller von    aus auf einem 
zunehmenden Weg erreichbaren Knoten    nicht enthält (Beweis von Satz 11).
In diesem Fall gilt                        , siehe ebenfalls Beweis von Satz 11.

Satz 13:
Sei                  ein Flussnetz mit ganzzahligen Kapazitäten               für alle                     . 
Dann gibt es einen ganzzahligen maximalen Fluss.
Beweis:

Durch               für alle                       wird ein ganzzahliger zulässiger Fluss definiert.
Wenn dieser Fluss nicht maximal ist, gibt es einen   -augmentierenden Weg    .

12

(D, u, s, t)s t

s t

f X s

t

val(f) = u(X)

(D, u, s, t) ui,j ∈ Z (i, j) ∈ A(D)

fi,j := 0 (i, j) ∈ A(D)

f P



Das Max-Flow Min-Cut Theorem und ganzzahlige Flüsse

Satz 12 (Ford, Fulkerson 1956; Elias, Feinstein, Shannon 1956):
Der maximale Wert eines   - -Flusses auf einem Flussnetz                  stimmt mit der 
minimalen Kapazität eines   - -Schnitts auf diesem Netz überein.
Beweis:

Die Existenz von maximalen Flüssen wurde in Satz 4 gezeigt.
Ein Fluss    ist genau dann maximal, wenn die Menge     aller von    aus auf einem 
zunehmenden Weg erreichbaren Knoten    nicht enthält (Beweis von Satz 11).
In diesem Fall gilt                        , siehe ebenfalls Beweis von Satz 11.

Satz 13:
Sei                  ein Flussnetz mit ganzzahligen Kapazitäten               für alle                     . 
Dann gibt es einen ganzzahligen maximalen Fluss.
Beweis:

Durch               für alle                       wird ein ganzzahliger zulässiger Fluss definiert.
Wenn dieser Fluss nicht maximal ist, gibt es einen   -augmentierenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .

12

(D, u, s, t)s t

s t

f X s

t

val(f) = u(X)

(D, u, s, t) ui,j ∈ Z (i, j) ∈ A(D)

fi,j := 0 (i, j) ∈ A(D)

f

γ := mina∈P uf(a) γ > 0

P



Das Max-Flow Min-Cut Theorem und ganzzahlige Flüsse

Satz 12 (Ford, Fulkerson 1956; Elias, Feinstein, Shannon 1956):
Der maximale Wert eines   - -Flusses auf einem Flussnetz                  stimmt mit der 
minimalen Kapazität eines   - -Schnitts auf diesem Netz überein.
Beweis:

Die Existenz von maximalen Flüssen wurde in Satz 4 gezeigt.
Ein Fluss    ist genau dann maximal, wenn die Menge     aller von    aus auf einem 
zunehmenden Weg erreichbaren Knoten    nicht enthält (Beweis von Satz 11).
In diesem Fall gilt                        , siehe ebenfalls Beweis von Satz 11.

Satz 13:
Sei                  ein Flussnetz mit ganzzahligen Kapazitäten               für alle                     . 
Dann gibt es einen ganzzahligen maximalen Fluss.
Beweis:

Durch               für alle                       wird ein ganzzahliger zulässiger Fluss definiert.
Wenn dieser Fluss nicht maximal ist, gibt es einen   -augmentierenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Da                     für alle                      , ist auch          . Insbesondere ist          .

12

(D, u, s, t)s t

s t

f X s

t

val(f) = u(X)

(D, u, s, t) ui,j ∈ Z (i, j) ∈ A(D)

fi,j := 0 (i, j) ∈ A(D)

f

γ := mina∈P uf(a) γ > 0

P

uf(i, j) ∈ Z (i, j) ∈ A(D) γ ∈ Z γ ≥ 1



Das Max-Flow Min-Cut Theorem und ganzzahlige Flüsse

Satz 12 (Ford, Fulkerson 1956; Elias, Feinstein, Shannon 1956):
Der maximale Wert eines   - -Flusses auf einem Flussnetz                  stimmt mit der 
minimalen Kapazität eines   - -Schnitts auf diesem Netz überein.
Beweis:

Die Existenz von maximalen Flüssen wurde in Satz 4 gezeigt.
Ein Fluss    ist genau dann maximal, wenn die Menge     aller von    aus auf einem 
zunehmenden Weg erreichbaren Knoten    nicht enthält (Beweis von Satz 11).
In diesem Fall gilt                        , siehe ebenfalls Beweis von Satz 11.

Satz 13:
Sei                  ein Flussnetz mit ganzzahligen Kapazitäten               für alle                     . 
Dann gibt es einen ganzzahligen maximalen Fluss.
Beweis:

Durch               für alle                       wird ein ganzzahliger zulässiger Fluss definiert.
Wenn dieser Fluss nicht maximal ist, gibt es einen   -augmentierenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Da                     für alle                      , ist auch          . Insbesondere ist          .
Wir augmentieren    entlang     um     und erhalten so einen Fluss        mit                      .

12

(D, u, s, t)s t

s t

f X s

t

val(f) = u(X)

(D, u, s, t) ui,j ∈ Z (i, j) ∈ A(D)

fi,j := 0 (i, j) ∈ A(D)

f

γ := mina∈P uf(a) γ > 0

P

uf(i, j) ∈ Z (i, j) ∈ A(D) γ ∈ Z γ ≥ 1

f P γ f (1) val(f (1)) = γ



Das Max-Flow Min-Cut Theorem und ganzzahlige Flüsse

Satz 12 (Ford, Fulkerson 1956; Elias, Feinstein, Shannon 1956):
Der maximale Wert eines   - -Flusses auf einem Flussnetz                  stimmt mit der 
minimalen Kapazität eines   - -Schnitts auf diesem Netz überein.
Beweis:

Die Existenz von maximalen Flüssen wurde in Satz 4 gezeigt.
Ein Fluss    ist genau dann maximal, wenn die Menge     aller von    aus auf einem 
zunehmenden Weg erreichbaren Knoten    nicht enthält (Beweis von Satz 11).
In diesem Fall gilt                        , siehe ebenfalls Beweis von Satz 11.

Satz 13:
Sei                  ein Flussnetz mit ganzzahligen Kapazitäten               für alle                     . 
Dann gibt es einen ganzzahligen maximalen Fluss.
Beweis:

Durch               für alle                       wird ein ganzzahliger zulässiger Fluss definiert.
Wenn dieser Fluss nicht maximal ist, gibt es einen   -augmentierenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Da                     für alle                      , ist auch          . Insbesondere ist          .
Wir augmentieren    entlang     um     und erhalten so einen Fluss        mit                      .
Dieses Verfahren wird nun wiederholt, bis es keinen   -zunehmenden Weg mehr gibt.

12

(D, u, s, t)s t

s t

f X s

t

val(f) = u(X)

(D, u, s, t) ui,j ∈ Z (i, j) ∈ A(D)

fi,j := 0 (i, j) ∈ A(D)

f

γ := mina∈P uf(a) γ > 0

P

uf(i, j) ∈ Z (i, j) ∈ A(D) γ ∈ Z γ ≥ 1

f P γ f (1) val(f (1)) = γ

f



Das Max-Flow Min-Cut Theorem und ganzzahlige Flüsse

Satz 12 (Ford, Fulkerson 1956; Elias, Feinstein, Shannon 1956):
Der maximale Wert eines   - -Flusses auf einem Flussnetz                  stimmt mit der 
minimalen Kapazität eines   - -Schnitts auf diesem Netz überein.
Beweis:

Die Existenz von maximalen Flüssen wurde in Satz 4 gezeigt.
Ein Fluss    ist genau dann maximal, wenn die Menge     aller von    aus auf einem 
zunehmenden Weg erreichbaren Knoten    nicht enthält (Beweis von Satz 11).
In diesem Fall gilt                        , siehe ebenfalls Beweis von Satz 11.

Satz 13:
Sei                  ein Flussnetz mit ganzzahligen Kapazitäten               für alle                     . 
Dann gibt es einen ganzzahligen maximalen Fluss.
Beweis:

Durch               für alle                       wird ein ganzzahliger zulässiger Fluss definiert.
Wenn dieser Fluss nicht maximal ist, gibt es einen   -augmentierenden Weg    .
Sei                               . Nach Definition des zunehmenden Weges ist          .
Da                     für alle                      , ist auch          . Insbesondere ist          .
Wir augmentieren    entlang     um     und erhalten so einen Fluss        mit                      .
Dieses Verfahren wird nun wiederholt, bis es keinen   -zunehmenden Weg mehr gibt.
Dieses ist nach endlich vielen Schritten der Fall, da der Flusswert stets um eine positive 
ganze Zahl erhöht wird, und die Kapazität eines (minimalen oder anderen) Schnitts eine 
obere Schranke darstellt.
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jeweils höchsten Kapazität, solange, bis     einen gerichteten Weg von    nach    enthält.
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
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Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).

15

F

f (D, u, s, t)

P f Df γ

a ∈ P γ = uf(a)

O(|V |2 · |A| · log F )



Zur Laufzeit des Edmonds-Karp-Algorithmus

Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
jeweilige Kapazität größer als     ist.
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
jeweilige Kapazität größer als     ist.
Ferner ist          . Also definiert     einen   - -Schnitt.
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
jeweilige Kapazität größer als     ist.
Ferner ist          . Also definiert     einen   - -Schnitt.
Jede Kante, die über diesen Schnitt verläuft (in Richtung   ) hat eine Kapazität       .
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
jeweilige Kapazität größer als     ist.
Ferner ist          . Also definiert     einen   - -Schnitt.
Jede Kante, die über diesen Schnitt verläuft (in Richtung   ) hat eine Kapazität       .
Damit ist                         (triviale Abschätzung).
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
jeweilige Kapazität größer als     ist.
Ferner ist          . Also definiert     einen   - -Schnitt.
Jede Kante, die über diesen Schnitt verläuft (in Richtung   ) hat eine Kapazität       .
Damit ist                         (triviale Abschätzung).
Anderseits ist                          (Lemma 7b).
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
jeweilige Kapazität größer als     ist.
Ferner ist          . Also definiert     einen   - -Schnitt.
Jede Kante, die über diesen Schnitt verläuft (in Richtung   ) hat eine Kapazität       .
Damit ist                         (triviale Abschätzung).
Anderseits ist                          (Lemma 7b).
Beides zusammen bedeutet, dass                         gilt.
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
jeweilige Kapazität größer als     ist.
Ferner ist          . Also definiert     einen   - -Schnitt.
Jede Kante, die über diesen Schnitt verläuft (in Richtung   ) hat eine Kapazität       .
Damit ist                         (triviale Abschätzung).
Anderseits ist                          (Lemma 7b).
Beides zusammen bedeutet, dass                         gilt.
Wir augmentieren    entlang     um    :
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
jeweilige Kapazität größer als     ist.
Ferner ist          . Also definiert     einen   - -Schnitt.
Jede Kante, die über diesen Schnitt verläuft (in Richtung   ) hat eine Kapazität       .
Damit ist                         (triviale Abschätzung).
Anderseits ist                          (Lemma 7b).
Beides zusammen bedeutet, dass                         gilt.
Wir augmentieren    entlang     um    :
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
jeweilige Kapazität größer als     ist.
Ferner ist          . Also definiert     einen   - -Schnitt.
Jede Kante, die über diesen Schnitt verläuft (in Richtung   ) hat eine Kapazität       .
Damit ist                         (triviale Abschätzung).
Anderseits ist                          (Lemma 7b).
Beides zusammen bedeutet, dass                         gilt.
Wir augmentieren    entlang     um    :
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a ∈ P γ = uf(a)
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t ≤ γ

u(X) ≤ γ · |A|

u(X) ≥ val(f)

γ ≥ val(f)/|A|
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val(f) !→ val(f) + γ
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
jeweilige Kapazität größer als     ist.
Ferner ist          . Also definiert     einen   - -Schnitt.
Jede Kante, die über diesen Schnitt verläuft (in Richtung   ) hat eine Kapazität       .
Damit ist                         (triviale Abschätzung).
Anderseits ist                          (Lemma 7b).
Beides zusammen bedeutet, dass                         gilt.
Wir augmentieren    entlang     um    :
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a ∈ P γ = uf(a)
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t /∈ X X s t

t ≤ γ

u(X) ≤ γ · |A|

u(X) ≥ val(f)

γ ≥ val(f)/|A|

f P γ

val(f) !→ val(f) + γ ≥ val(f) + val(f)/|A|

O(|V |2 · |A| · log F )
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
jeweilige Kapazität größer als     ist.
Ferner ist          . Also definiert     einen   - -Schnitt.
Jede Kante, die über diesen Schnitt verläuft (in Richtung   ) hat eine Kapazität       .
Damit ist                         (triviale Abschätzung).
Anderseits ist                          (Lemma 7b).
Beides zusammen bedeutet, dass                         gilt.
Wir augmentieren    entlang     um    :
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a ∈ P γ = uf(a)
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t ≤ γ
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u(X) ≥ val(f)
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
jeweilige Kapazität größer als     ist.
Ferner ist          . Also definiert     einen   - -Schnitt.
Jede Kante, die über diesen Schnitt verläuft (in Richtung   ) hat eine Kapazität       .
Damit ist                         (triviale Abschätzung).
Anderseits ist                          (Lemma 7b).
Beides zusammen bedeutet, dass                         gilt.
Wir augmentieren    entlang     um    :

In jeder Iteration (Schritt 3) wächst der Fluss um mindestens einen Faktor von                  .
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val(f) !→ = val(f) · (1 + 1/|A|).
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
jeweilige Kapazität größer als     ist.
Ferner ist          . Also definiert     einen   - -Schnitt.
Jede Kante, die über diesen Schnitt verläuft (in Richtung   ) hat eine Kapazität       .
Damit ist                         (triviale Abschätzung).
Anderseits ist                          (Lemma 7b).
Beides zusammen bedeutet, dass                         gilt.
Wir augmentieren    entlang     um    :

In jeder Iteration (Schritt 3) wächst der Fluss um mindestens einen Faktor von                  .
Nach                  Iterationen gilt für den Zuwachs dann:
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
jeweilige Kapazität größer als     ist.
Ferner ist          . Also definiert     einen   - -Schnitt.
Jede Kante, die über diesen Schnitt verläuft (in Richtung   ) hat eine Kapazität       .
Damit ist                         (triviale Abschätzung).
Anderseits ist                          (Lemma 7b).
Beides zusammen bedeutet, dass                         gilt.
Wir augmentieren    entlang     um    :

In jeder Iteration (Schritt 3) wächst der Fluss um mindestens einen Faktor von                  .
Nach                  Iterationen gilt für den Zuwachs dann:
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
jeweilige Kapazität größer als     ist.
Ferner ist          . Also definiert     einen   - -Schnitt.
Jede Kante, die über diesen Schnitt verläuft (in Richtung   ) hat eine Kapazität       .
Damit ist                         (triviale Abschätzung).
Anderseits ist                          (Lemma 7b).
Beides zusammen bedeutet, dass                         gilt.
Wir augmentieren    entlang     um    :

In jeder Iteration (Schritt 3) wächst der Fluss um mindestens einen Faktor von                  .
Nach                  Iterationen gilt für den Zuwachs dann:
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
jeweilige Kapazität größer als     ist.
Ferner ist          . Also definiert     einen   - -Schnitt.
Jede Kante, die über diesen Schnitt verläuft (in Richtung   ) hat eine Kapazität       .
Damit ist                         (triviale Abschätzung).
Anderseits ist                          (Lemma 7b).
Beides zusammen bedeutet, dass                         gilt.
Wir augmentieren    entlang     um    :

In jeder Iteration (Schritt 3) wächst der Fluss um mindestens einen Faktor von                  .
Nach                  Iterationen gilt für den Zuwachs dann:
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a ∈ P γ = uf(a)
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u(X) ≥ val(f)
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Satz 14:
Die Edmonds-Karp-Variante des Algorithmus von Ford-Fulkerson ist für ganzzahlige 
Flussnetze effizient; genauer gesagt in                               , wobei     der Wert eines 
maximalen Flusses ist.
Beweis:

Sei    irgendein Fluss im Flussnetz                 .
Sei     ein   -augmentierender Weg in       mit größtem Wert für     (Schritt 4).
Sei           derjenige Bogen mit                  (anschaulich: der „Flaschenhals“).
Sei     die Menge der Knoten   , die von    aus erreichbar ist über Bögen in    , deren 
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Lemma 15:
Der Level eines Knotens nimmt während der Iterationen monoton zu:                                     .
Beweis (per Induktion über den Level-Wert    ):

Für Level-Wert           klar, da                       genau für           gilt (für alle   ).
Sei die Aussage wahr für alle   und ein festes Level   . Wir schließen auf           (für alle   ).
Sei           und                             ein kürzester   -  -Weg in            der Länge          .
Da     ein kürzester Weg ist, gilt                                                .
    beinhaltet einen kürzesten   -   -Weg der Länge    .
Also gilt nach Induktionsvoraussetzung:                                       .
1. Fall,           ist Bogen in       .

Dann ist                                        .
2. Fall,                    . 

Also ist entweder der Fluss       auf Bogen           leer oder auf Bogen           gesättigt.
Da aber                        , ist entweder           auf           nicht mehr leer oder auf
nicht mehr gesättigt.
Es gilt                      und Bogen           ist im      -augmentierenden Weg enthalten.
Also ist           auf einem kürzesten   - -Weg in       .
Daher gilt:

In beiden Fällen gilt:
Bemerke: Für Knoten          , zu denen es keinen   -  -Weg gibt, gilt
                                            .
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Beweis:
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keinem der Residualgraphen                         .
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Mal nicht im Residualgraphen       .
Beweis:

Angenommen, Bogen           ist in den Residualgraphen         und            für         , aber in
keinem der Residualgraphen                         .
Das bedeutet, dass           im  -ten zunehmenden Weg ist.
Dann ist                                        .
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Lemma 16:
Sei           . Während der Ausführung des Algorithmus ist Bogen    bzw.      höchstens
Mal nicht im Residualgraphen       .
Beweis:
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In jeder Iteration verschwindet mindestens ein Bogen.
Also terminiert der Algorithmus nach                  Iterationen (Schritt 3).
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Der Aufwand für jede dieser Iterationen ist in            für die Breitensuche (Schritt 4).
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19

a ∈ A a
←−
a |V |/2

D
(i)
f

(w, v) D
(i)
f D

(j+1)
f i < j

D
(i+1)
f , . . . , D

(j)
f

(w, v) i

leveli(v) = leveli(w) + 1

levelj(w) = levelj(v) + 1

levelj(w) = levelj(v) + 1≥ leveli(v) + 1 = leveli(w) + 2.

levelj(w) − leveli(w)
(w, v)

|V | ∞

(w, v) |V |/2

|A| |A| · |V |/2

|A| · |V |/2

O(|V | · |A|2)

O(|A|)

(v, w) j



Laufzeit-Analyse (Forts.)
Lemma 16:
Sei           . Während der Ausführung des Algorithmus ist Bogen    bzw.      höchstens
Mal nicht im Residualgraphen       .
Beweis:

Angenommen, Bogen           ist in den Residualgraphen         und            für         , aber in
keinem der Residualgraphen                         .
Das bedeutet, dass           im  -ten zunehmenden Weg ist.
Dann ist                                        .
Ferner bedeutet es, dass           im   -ten zunehmenden Weg ist.
Also ist                                         .
Nach Lemma 15 gilt:
Interpretation: Die Distanz                                    hat sich zwischen Verschwinden und 
Wiedererscheinen von Bogen           um mindestens 2 erhöht.
Der Level-Wert ist entweder kleiner als       oder unendlich (    ).
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Alle       Bögen können dann zusammen                  Mal verschwinden.
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Korrolar 17:
Für planare Graphen ist Dinits Algorithmus in             , für dichte Graphen in             .
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Wir haben gezeigt (Satz 11), dass eine Abbildung                    genau dann ein maximaler
  - -Fluss im Flussnetz                  ist, wenn sie die folgenden Eigenschaften erfüllt:
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1.  
2.  

3. es gibt keinen   -zunehmenden Weg.
Der Ford-Fulkerson-Algorithmus (und seine Varianten) erfüllt während der Ausführung stets 
die ersten beiden Eigenschaften, und terminierten, wenn die dritte erfüllt ist.
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Der Ford-Fulkerson-Algorithmus (und seine Varianten) erfüllt während der Ausführung stets 
die ersten beiden Eigenschaften, und terminierten, wenn die dritte erfüllt ist.
Im Folgenden stellen wir den Algorithmus von Goldberg-Tarjan vor, der die erste und dritte 
Eigenschaft während der Ausführung erfüllt, und terminiert, sobald auch die zweite erfüllt ist.
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  - -Fluss im Flussnetz                  ist, wenn sie die folgenden Eigenschaften erfüllt:

1.  
2.  

3. es gibt keinen   -zunehmenden Weg.
Der Ford-Fulkerson-Algorithmus (und seine Varianten) erfüllt während der Ausführung stets 
die ersten beiden Eigenschaften, und terminierten, wenn die dritte erfüllt ist.
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Bemerke: Beim Anwenden von push(  ) bleibt    ein Präfluss.
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(9)          
(10)             if           ist zulässig then push(       )
(11)             else
(12)                if           ist letzter Bogen in      then
(13)                   relabel(   )
(14)                   
(15)                   goto (19)
(16)                else                                                   end if
(17)             end if
(18)          until
(19)       end for
(20)    until
(21) end algorithm
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Wenn der Algorithmus von Goldberg-Tarjan terminiert, dann ist    ein maximaler   - -Fluss.
Beweis:

Wenn der Algorithmus terminiert, gibt es keine aktiven Knoten mehr.
Daher ist    dann ein   - -Fluss.
Da es keinen   - -Weg in       gibt, kann    nicht augmentiert werden.
Somit ist    maximal.
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Danach wird    aus       gelöscht und ggfs. kommt                   neu zu       hinzu.
Vor dem Ausführen von push(  ) war    zulässig. Also galt                            .
Bevor    wieder für einen Schub gewählt werden kann, muss folgendes geschehen:

         muss um 2 erhöht werden.
Dadurch ist                            , also ist     zulässig.
Dann muss push(    ) ausgeführt werden, damit            wieder in       erscheint.
Danach muss         um 2 erhöht werden.

28
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Beweis:

Sei                         ein Bogen, der durch push(  ) gesättigt wird.
Danach wird    aus       gelöscht und ggfs. kommt                   neu zu       hinzu.
Vor dem Ausführen von push(  ) war    zulässig. Also galt                            .
Bevor    wieder für einen Schub gewählt werden kann, muss folgendes geschehen:

         muss um 2 erhöht werden.
Dadurch ist                            , also ist     zulässig.
Dann muss push(    ) ausgeführt werden, damit            wieder in       erscheint.
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Die Anzahl der gesättigten Schübe ist             , wobei                und              .
Beweis:
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Danach wird    aus       gelöscht und ggfs. kommt                   neu zu       hinzu.
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Dadurch ist                            , also ist     zulässig.
Dann muss push(    ) ausgeführt werden, damit            wieder in       erscheint.
Danach muss         um 2 erhöht werden.
Dadurch ist                            , also ist    wieder zulässig.

Also: für 2 Aufrufe push(  ) muss         um 2 wachsen.

28
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Definition 27:
Ist                  (also                     ) nach dem Aufruf von push(  ), dann sprechen wir von einem 
gesättigten Schub, andernfalls von einem ungesättigten Schub.
Lemma 28:
Die Anzahl der gesättigten Schübe ist             , wobei                und              .
Beweis:

Sei                         ein Bogen, der durch push(  ) gesättigt wird.
Danach wird    aus       gelöscht und ggfs. kommt                   neu zu       hinzu.
Vor dem Ausführen von push(  ) war    zulässig. Also galt                            .
Bevor    wieder für einen Schub gewählt werden kann, muss folgendes geschehen:

         muss um 2 erhöht werden.
Dadurch ist                            , also ist     zulässig.
Dann muss push(    ) ausgeführt werden, damit            wieder in       erscheint.
Danach muss         um 2 erhöht werden.
Dadurch ist                            , also ist    wieder zulässig.

Also: für 2 Aufrufe push(  ) muss         um 2 wachsen.
Nach Lemma 26b) geht das nur                             Mal (je Bogen).
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Definition 27:
Ist                  (also                     ) nach dem Aufruf von push(  ), dann sprechen wir von einem 
gesättigten Schub, andernfalls von einem ungesättigten Schub.
Lemma 28:
Die Anzahl der gesättigten Schübe ist             , wobei                und              .
Beweis:

Sei                         ein Bogen, der durch push(  ) gesättigt wird.
Danach wird    aus       gelöscht und ggfs. kommt                   neu zu       hinzu.
Vor dem Ausführen von push(  ) war    zulässig. Also galt                            .
Bevor    wieder für einen Schub gewählt werden kann, muss folgendes geschehen:

         muss um 2 erhöht werden.
Dadurch ist                            , also ist     zulässig.
Dann muss push(    ) ausgeführt werden, damit            wieder in       erscheint.
Danach muss         um 2 erhöht werden.
Dadurch ist                            , also ist    wieder zulässig.

Also: für 2 Aufrufe push(  ) muss         um 2 wachsen.
Nach Lemma 26b) geht das nur                             Mal (je Bogen).
Insgesamt gibt es daher höchstens          gesättigte Schübe.
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Lemma 29:
Die Anzahl der ungesättigten Schübe ist höchstens      .
Beweis:

In jeder inneren Iteration kann es max. einen unges. Schub pro Knoten           geben.
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Lemma 29:
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Dann ist                                                                   .
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Denn: sei                  und push(  ) ungesättigt.
Dann ist                                                                   .
Somit gilt                   für den Präfluss    nach Ausführung von push(  ).

29

4n
3

v ∈ Q

a = (v, w) a

γ = min{exf(v), uf(a)} = exf(v) < uf(a)

exf(v) = 0 f a



Zur Anzahl der ungesättigten Schübe

Lemma 29:
Die Anzahl der ungesättigten Schübe ist höchstens      .
Beweis:

In jeder inneren Iteration kann es max. einen unges. Schub pro Knoten           geben.
Denn: sei                  und push(  ) ungesättigt.
Dann ist                                                                   .
Somit gilt                   für den Präfluss    nach Ausführung von push(  ).
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Dann ist                                                                   .
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Denn: sei                  und push(  ) ungesättigt.
Dann ist                                                                   .
Somit gilt                   für den Präfluss    nach Ausführung von push(  ).
Danach wird der nächste Knoten           behandelt.
Dieses wird     Mal wiederholt.

Bleibt zu zeigen: es gibt höchstens        innere Iterationen.

29

4n
3

v ∈ Q

a = (v, w) a

γ = min{exf(v), uf(a)} = exf(v) < uf(a)

exf(v) = 0 f a

v ∈ Q

n

4n
2
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Lemma 29:
Die Anzahl der ungesättigten Schübe ist höchstens      .
Beweis:

In jeder inneren Iteration kann es max. einen unges. Schub pro Knoten           geben.
Denn: sei                  und push(  ) ungesättigt.
Dann ist                                                                   .
Somit gilt                   für den Präfluss    nach Ausführung von push(  ).
Danach wird der nächste Knoten           behandelt.
Dieses wird     Mal wiederholt.

Bleibt zu zeigen: es gibt höchstens        innere Iterationen.
Bemerke: Es gibt höchstens        innere Iterationen mit relabel.
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Die Anzahl der ungesättigten Schübe ist höchstens      .
Beweis:
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Setze                               aktiv   und            , falls kein Knoten aktiv.
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Setze                               aktiv   und            , falls kein Knoten aktiv.
Es gilt           , wenn Algorithmus terminiert und            während der Ausführung.
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Lemma 29:
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Beweis:
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Ziel: Abschätzung der inneren Iterationen ohne relabel.
Setze                               aktiv   und            , falls kein Knoten aktiv.
Es gilt           , wenn Algorithmus terminiert und            während der Ausführung.
Während der Ausführung verändert sich     nicht-monoton.
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Lemma 29:
Die Anzahl der ungesättigten Schübe ist höchstens      .
Beweis:

In jeder inneren Iteration kann es max. einen unges. Schub pro Knoten           geben.
Denn: sei                  und push(  ) ungesättigt.
Dann ist                                                                   .
Somit gilt                   für den Präfluss    nach Ausführung von push(  ).
Danach wird der nächste Knoten           behandelt.
Dieses wird     Mal wiederholt.

Bleibt zu zeigen: es gibt höchstens        innere Iterationen.
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Setze                               aktiv   und            , falls kein Knoten aktiv.
Es gilt           , wenn Algorithmus terminiert und            während der Ausführung.
Während der Ausführung verändert sich     nicht-monoton.
    kann nur wachsen, wenn         wächst für ein    (durch relabel).
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Lemma 29:
Die Anzahl der ungesättigten Schübe ist höchstens      .
Beweis:

In jeder inneren Iteration kann es max. einen unges. Schub pro Knoten           geben.
Denn: sei                  und push(  ) ungesättigt.
Dann ist                                                                   .
Somit gilt                   für den Präfluss    nach Ausführung von push(  ).
Danach wird der nächste Knoten           behandelt.
Dieses wird     Mal wiederholt.
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Bemerke: Es gibt höchstens        innere Iterationen mit relabel.
Ziel: Abschätzung der inneren Iterationen ohne relabel.
Setze                               aktiv   und            , falls kein Knoten aktiv.
Es gilt           , wenn Algorithmus terminiert und            während der Ausführung.
Während der Ausführung verändert sich     nicht-monoton.
    kann nur wachsen, wenn         wächst für ein    (durch relabel).
Also ist das Gesamtwachstum von     nach Lemma 26c) beschränkt durch      .
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Zur Anzahl der ungesättigten Schübe

Lemma 29:
Die Anzahl der ungesättigten Schübe ist höchstens      .
Beweis:

In jeder inneren Iteration kann es max. einen unges. Schub pro Knoten           geben.
Denn: sei                  und push(  ) ungesättigt.
Dann ist                                                                   .
Somit gilt                   für den Präfluss    nach Ausführung von push(  ).
Danach wird der nächste Knoten           behandelt.
Dieses wird     Mal wiederholt.

Bleibt zu zeigen: es gibt höchstens        innere Iterationen.
Bemerke: Es gibt höchstens        innere Iterationen mit relabel.
Ziel: Abschätzung der inneren Iterationen ohne relabel.
Setze                               aktiv   und            , falls kein Knoten aktiv.
Es gilt           , wenn Algorithmus terminiert und            während der Ausführung.
Während der Ausführung verändert sich     nicht-monoton.
    kann nur wachsen, wenn         wächst für ein    (durch relabel).
Also ist das Gesamtwachstum von     nach Lemma 26c) beschränkt durch      .
Es bleibt nur noch zu zeigen, dass     in jeder Iteration ohne relabel um mindestens 1 
reduziert wird, d.h.                                      .
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Beweis von Lemma 29 (Forts.):
Behauptung: In jeder Iteration ohne relabel wird     um mindestens 1 reduziert, d.h.
                                     .
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Beweis von Lemma 29 (Forts.):
Behauptung: In jeder Iteration ohne relabel wird     um mindestens 1 reduziert, d.h.
                                     .
1. Fall, es gibt „nachher“ noch aktive Knoten, z.B. Knoten     mit                            .
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Beweis von Lemma 29 (Forts.):
Behauptung: In jeder Iteration ohne relabel wird     um mindestens 1 reduziert, d.h.
                                     .
1. Fall, es gibt „nachher“ noch aktive Knoten, z.B. Knoten     mit                            .

1. Fall,     war vorher nicht aktiv.
Dann gibt es einen Knoten    und es wurde push(      ) aufgerufen.
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Beweis von Lemma 29 (Forts.):
Behauptung: In jeder Iteration ohne relabel wird     um mindestens 1 reduziert, d.h.
                                     .
1. Fall, es gibt „nachher“ noch aktive Knoten, z.B. Knoten     mit                            .

1. Fall,     war vorher nicht aktiv.
Dann gibt es einen Knoten    und es wurde push(      ) aufgerufen.

2. Fall,     war vorher bereits aktiv, d.h.           .
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Beweis von Lemma 29 (Forts.):
Behauptung: In jeder Iteration ohne relabel wird     um mindestens 1 reduziert, d.h.
                                     .
1. Fall, es gibt „nachher“ noch aktive Knoten, z.B. Knoten     mit                            .

1. Fall,     war vorher nicht aktiv.
Dann gibt es einen Knoten    und es wurde push(      ) aufgerufen.

2. Fall,     war vorher bereits aktiv, d.h.           .
Da wir eine Iteration ohne relabel betrachten, wird diese so lange wiederholt, bis 
der Überschuss komplett abgebaut wurde.
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Zur Anzahl der ungesättigten Schübe (Forts.)

Beweis von Lemma 29 (Forts.):
Behauptung: In jeder Iteration ohne relabel wird     um mindestens 1 reduziert, d.h.
                                     .
1. Fall, es gibt „nachher“ noch aktive Knoten, z.B. Knoten     mit                            .

1. Fall,     war vorher nicht aktiv.
Dann gibt es einen Knoten    und es wurde push(      ) aufgerufen.

2. Fall,     war vorher bereits aktiv, d.h.           .
Da wir eine Iteration ohne relabel betrachten, wird diese so lange wiederholt, bis 
der Überschuss komplett abgebaut wurde.
Am Ende ist aber noch Überschuss vorhaden, also muss von einem anderen Knoten  
   aus push(      ) aufgerufen worden sein.
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Da wir eine Iteration ohne relabel betrachten, wird diese so lange wiederholt, bis 
der Überschuss komplett abgebaut wurde.
Am Ende ist aber noch Überschuss vorhaden, also muss von einem anderen Knoten  
   aus push(      ) aufgerufen worden sein.

In jedem Fall war auch    aktiv.
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1. Fall,     war vorher nicht aktiv.
Dann gibt es einen Knoten    und es wurde push(      ) aufgerufen.

2. Fall,     war vorher bereits aktiv, d.h.           .
Da wir eine Iteration ohne relabel betrachten, wird diese so lange wiederholt, bis 
der Überschuss komplett abgebaut wurde.
Am Ende ist aber noch Überschuss vorhaden, also muss von einem anderen Knoten  
   aus push(      ) aufgerufen worden sein.

In jedem Fall war auch    aktiv.
Weil ein push(      ) erfolgte, war           zulässig, d.h.                            .
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   aus push(      ) aufgerufen worden sein.

In jedem Fall war auch    aktiv.
Weil ein push(      ) erfolgte, war           zulässig, d.h.                            .
Somit gilt:

30

Ψvorher − Ψnachher ≥ 1

Ψ

w ψ(w) = Ψnachher

w

v v, w

w w ∈ Q

v v, w

v

v, w (v, w) ψ(v) = ψ(w) + 1

Ψnachher = ψ(w)



Zur Anzahl der ungesättigten Schübe (Forts.)

Beweis von Lemma 29 (Forts.):
Behauptung: In jeder Iteration ohne relabel wird     um mindestens 1 reduziert, d.h.
                                     .
1. Fall, es gibt „nachher“ noch aktive Knoten, z.B. Knoten     mit                            .

1. Fall,     war vorher nicht aktiv.
Dann gibt es einen Knoten    und es wurde push(      ) aufgerufen.

2. Fall,     war vorher bereits aktiv, d.h.           .
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Weil ein push(      ) erfolgte, war           zulässig, d.h.                            .
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2. Fall, „nachher“ gibt es keine aktiven Knoten mehr, also                      .
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Da es kein relabel gab, gab es push-Operationen, z.B. push(      ) für Bogen          .

30

Ψvorher − Ψnachher ≥ 1

Ψ

w ψ(w) = Ψnachher

w

v v, w

w w ∈ Q

v v, w

v

v, w (v, w) ψ(v) = ψ(w) + 1

Ψnachher = 0

(v, w)v, w

Ψnachher = ψ(w) = ψ(v) − 1 ≤ Ψvorher − 1.



Zur Anzahl der ungesättigten Schübe (Forts.)

Beweis von Lemma 29 (Forts.):
Behauptung: In jeder Iteration ohne relabel wird     um mindestens 1 reduziert, d.h.
                                     .
1. Fall, es gibt „nachher“ noch aktive Knoten, z.B. Knoten     mit                            .

1. Fall,     war vorher nicht aktiv.
Dann gibt es einen Knoten    und es wurde push(      ) aufgerufen.

2. Fall,     war vorher bereits aktiv, d.h.           .
Da wir eine Iteration ohne relabel betrachten, wird diese so lange wiederholt, bis 
der Überschuss komplett abgebaut wurde.
Am Ende ist aber noch Überschuss vorhaden, also muss von einem anderen Knoten  
   aus push(      ) aufgerufen worden sein.
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Laufzeitkomplexität von Goldberg-Tarjan

Satz 30:
Der Algorithmus von Goldberg-Tarjan bestimmt einen maximalen   - -Fluss in          .
Beweis:

Es gibt höchstens        relabel-Aufrufe.
Jeder Aufruf ist linear in         .
Damit ist der Gesamtaufwand für relabel in           .
Es gibt                   gesättigte push-Aufrufe und        ungesättigte.
Jeder Aufruf von push ist konstant in        .
Damit ist der Gesamtaufwand für push in          .
Also ist die Komplexität des Goldberg-Tarjan-Verfahrens in          .
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