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Definition 3:
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Praktische Herausfordungen: 
Ein Internet-Dienst (wie z.B. GoogleMaps, Map24, Michelin) 
bekommt pro Sekunde ca. 1000 Anfragen.
Der Nutzer erwartet eine Antwort praktisch „sofort“ (< 1 Sekunde).
Der europäische Straßengraph besteht aus ca. 10 Mio. Knoten und 40 Mio. Bögen.
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Korrektheit von Dijkstras Algorithmus (2)

Satz 6:
Wenn ein Knoten    in Dijkstras Algorithmus in Schritt (4) gewählt wird, dann ist        die Länge
               eines kürzesten Weges von    nach   .
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Bemerkung: Dijkstras Algorithmus funktioniert genauso für Graphen.
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Reise durch die Wüste (minimiere den maximalen Weg zwischen zwei Wasserstellen).
Wiedereintritt einer Weltraumkapsel in die Erdatmosphäre (minimiere die maximale Temp.).

Satz 12:
Die eindeutigen Pfade zwischen allen Knotenpaaren       in einem minimalen Spannbaum     für    
    sind minimax Wege.
Beweis:

Sei     der eindeutige  - -Weg in     und          die Kante mit maximalen Kosten        in    .
Löscht man die Kante          in   , so wird ein Fundamentalschnitt                        definiert.
Dieser Schnitt hat nach der Schnitt-Optimalitätsbedingung (VL2, Satz 18) die Eigenschaft, 
dass Kante          die billigste Kante ist, also                 für alle                      .
Betrachte einen beliebigen  - -Weg      in    . Dieser Weg muss eine Kante aus dem 
Fundamentalschnitt           enthalten.
Also ist der Wert von      mindestens       .
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Das alle-Paare minimax Wege Problem in Graphen

Definition 11:
Sei                      ein bewerteter Graph. Im alle-Paare minimax Wege Problem ist der Wert 
eines Weges     zwischen Knoten    und    definiert als der Wert der teuersten Kante in     
(Maximalkosten). Gesucht ist für alle Knotenpaare       ein Weg mit minimalen Maximalkosten.
Anwendungen:

Routenplanung für Rollstuhlfahrer (minimiere die maximale Steigung).
Reise durch die Wüste (minimiere den maximalen Weg zwischen zwei Wasserstellen).
Wiedereintritt einer Weltraumkapsel in die Erdatmosphäre (minimiere die maximale Temp.).

Satz 12:
Die eindeutigen Pfade zwischen allen Knotenpaaren       in einem minimalen Spannbaum     für    
    sind minimax Wege.
Beweis:

Sei     der eindeutige  - -Weg in     und          die Kante mit maximalen Kosten        in    .
Löscht man die Kante          in   , so wird ein Fundamentalschnitt                        definiert.
Dieser Schnitt hat nach der Schnitt-Optimalitätsbedingung (VL2, Satz 18) die Eigenschaft, 
dass Kante          die billigste Kante ist, also                 für alle                      .
Betrachte einen beliebigen  - -Weg      in    . Dieser Weg muss eine Kante aus dem 
Fundamentalschnitt           enthalten.
Also ist der Wert von      mindestens       .
Da der Wert genau        für Weg     ist, ist letzterer also ein optimaler minimax-Weg.
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Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen
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Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

G1



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

G1



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

G1



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

G1



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

G1



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

G1 G2



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

G1 G2



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

G1 G2



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

G1 G2



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

G1 G2



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

G1 G2

G3



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

G1 G2

G3



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

G1 G2

G3



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

G1 G2

G3



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

G1 G2

G3



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Steinerbaum-Verhältnis:       Gesamtlänge Steinerbaum / Gesamtlänge min. Spannbaum

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

! =

G1 G2

G3



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Steinerbaum-Verhältnis:       Gesamtlänge Steinerbaum / Gesamtlänge min. Spannbaum
Satz von Du und Hwang (1990): 

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

! =

! ≥
√

3/2 ≈ 0, 86..

G1 G2

G3



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Steinerbaum-Verhältnis:       Gesamtlänge Steinerbaum / Gesamtlänge min. Spannbaum
Satz von Du und Hwang (1990): 
Definition 14:
Gegeben sei ein bewerteter Graph                       mit positiven Kantengewichten. Sei
                                  . Beim Graphen-Steinerbaum-Problem ist eine Teilmenge             
gesucht, so dass der minimale aufspannende Baum auf dem induzierten Untergraphen
                  minimales Gewicht hat. Die Knoten in      heißen Steinerknoten.

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

! =

! ≥
√

3/2 ≈ 0, 86..

G = (V, E, c)
V = R ∪ S, R ∩ S = ∅ S

′ ⊆ S

G|(R ∪ S
′)

G1 G2

G3

S
′



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Steinerbaum-Verhältnis:       Gesamtlänge Steinerbaum / Gesamtlänge min. Spannbaum
Satz von Du und Hwang (1990): 
Definition 14:
Gegeben sei ein bewerteter Graph                       mit positiven Kantengewichten. Sei
                                  . Beim Graphen-Steinerbaum-Problem ist eine Teilmenge             
gesucht, so dass der minimale aufspannende Baum auf dem induzierten Untergraphen
                  minimales Gewicht hat. Die Knoten in      heißen Steinerknoten.
Beispiel:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

! =

! ≥
√

3/2 ≈ 0, 86..

G = (V, E, c)
V = R ∪ S, R ∩ S = ∅ S

′ ⊆ S

G|(R ∪ S
′)

G1 G2

G3

S
′



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Steinerbaum-Verhältnis:       Gesamtlänge Steinerbaum / Gesamtlänge min. Spannbaum
Satz von Du und Hwang (1990): 
Definition 14:
Gegeben sei ein bewerteter Graph                       mit positiven Kantengewichten. Sei
                                  . Beim Graphen-Steinerbaum-Problem ist eine Teilmenge             
gesucht, so dass der minimale aufspannende Baum auf dem induzierten Untergraphen
                  minimales Gewicht hat. Die Knoten in      heißen Steinerknoten.
Beispiel:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

! =

! ≥
√

3/2 ≈ 0, 86..

G = (V, E, c)
V = R ∪ S, R ∩ S = ∅ S

′ ⊆ S

G|(R ∪ S
′)

G1 G2

G3

G = (V, E)

S
′

R =



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Steinerbaum-Verhältnis:       Gesamtlänge Steinerbaum / Gesamtlänge min. Spannbaum
Satz von Du und Hwang (1990): 
Definition 14:
Gegeben sei ein bewerteter Graph                       mit positiven Kantengewichten. Sei
                                  . Beim Graphen-Steinerbaum-Problem ist eine Teilmenge             
gesucht, so dass der minimale aufspannende Baum auf dem induzierten Untergraphen
                  minimales Gewicht hat. Die Knoten in      heißen Steinerknoten.
Beispiel:

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

! =

! ≥
√

3/2 ≈ 0, 86..

G = (V, E, c)
V = R ∪ S, R ∩ S = ∅ S

′ ⊆ S

G|(R ∪ S
′)

G1 G2

G3

G = (V, E)

S
′

R =

S
′
=

S\S
′
=



Definition 13:
Gegeben seien     Punkte in der Ebene (mit dem euklidischen Abstand). Das Problem, diese 
Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
Steinerbaum-Problem bezeichnet.
Beispiele:

Steinerbaum-Verhältnis:       Gesamtlänge Steinerbaum / Gesamtlänge min. Spannbaum
Satz von Du und Hwang (1990): 
Definition 14:
Gegeben sei ein bewerteter Graph                       mit positiven Kantengewichten. Sei
                                  . Beim Graphen-Steinerbaum-Problem ist eine Teilmenge             
gesucht, so dass der minimale aufspannende Baum auf dem induzierten Untergraphen
                  minimales Gewicht hat. Die Knoten in      heißen Steinerknoten.
Beispiel:

Spezialfälle: Für           ist der Steinerbaum ein minimaler aufspannender Baum.

Euklidische Steinerbäume und Steinerbäume in Graphen

21

n

! =

! ≥
√

3/2 ≈ 0, 86..

G = (V, E, c)
V = R ∪ S, R ∩ S = ∅ S

′ ⊆ S

G|(R ∪ S
′)

S = ∅

G1 G2

G3

G = (V, E)

S
′

R =

S
′
=

S\S
′
=



Definition 13:
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Punkte zu einem Netz minimaler Gesamtlänge zu verbinden, wobei zusätzlich beliebig viele 
weitere Punkte (Steinerpunkte genannt) eingeführt werden dürfen, wird als euklidisches 
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Beispiele:

Steinerbaum-Verhältnis:       Gesamtlänge Steinerbaum / Gesamtlänge min. Spannbaum
Satz von Du und Hwang (1990): 
Definition 14:
Gegeben sei ein bewerteter Graph                       mit positiven Kantengewichten. Sei
                                  . Beim Graphen-Steinerbaum-Problem ist eine Teilmenge             
gesucht, so dass der minimale aufspannende Baum auf dem induzierten Untergraphen
                  minimales Gewicht hat. Die Knoten in      heißen Steinerknoten.
Beispiel:

Spezialfälle: Für           ist der Steinerbaum ein minimaler aufspannender Baum.
Für              ist der Steinerbaum ein kürzester Weg zwischen den beiden Knoten von    .
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Abschätzung für die Anzahl der Steinerpunkte
Definition 15:
Ein metrischer Graph ist ein bewerteter Graph                       mit positiven Gewichten, die der 
Dreiecksungleichung genügen, d.h. für alle Knoten                  mit 
gilt                           .
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22

G = (V, E, c)
i, j, k ∈ V

ci,j ≤ ci,k + ck,j

{i, j}, {i, k}, {k, j} ∈ E

G = (V, E, c) V = R ∪ S, R ∩ S = ∅

G |R| − 2 |S′| ≤ |R| − 2T

x y R S
′



Abschätzung für die Anzahl der Steinerpunkte
Definition 15:
Ein metrischer Graph ist ein bewerteter Graph                       mit positiven Gewichten, die der 
Dreiecksungleichung genügen, d.h. für alle Knoten                  mit 
gilt                           .
Satz 16:
Sei                      ein vollständiger metrischer Graph und                                   . Dann gibt es 
einen Steinerbaum     für    , der höchstens             Steinerknoten enthält (also                      ).
Beweis:

Sei     bzw.     der durchschnittliche Grad eines Knotens in     bzw.    .
Trivialerweise ist          .

22

G = (V, E, c)
i, j, k ∈ V

ci,j ≤ ci,k + ck,j

{i, j}, {i, k}, {k, j} ∈ E

G = (V, E, c) V = R ∪ S, R ∩ S = ∅

G |R| − 2 |S′| ≤ |R| − 2T

x y R S
′

x ≥ 1



Abschätzung für die Anzahl der Steinerpunkte
Definition 15:
Ein metrischer Graph ist ein bewerteter Graph                       mit positiven Gewichten, die der 
Dreiecksungleichung genügen, d.h. für alle Knoten                  mit 
gilt                           .
Satz 16:
Sei                      ein vollständiger metrischer Graph und                                   . Dann gibt es 
einen Steinerbaum     für    , der höchstens             Steinerknoten enthält (also                      ).
Beweis:

Sei     bzw.     der durchschnittliche Grad eines Knotens in     bzw.    .
Trivialerweise ist          .
Jeder Steinerknoten in      liegt auf mindestens drei Kanten, da der Graph vollständig und 
metrisch ist. Also          .
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(6)                    jarnik(                        )
(7)           if                   then                                end if
(8)        end for
(9)     end for
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G = (V, E, c)
V = R ∪ S, R ∩ S = ∅

T R G

W := +∞

((di,j), (pi,j)) := G

i |R| − 2

S
′ ⊆ S |S′| = i

T
′
:= KV |(R ∪ S′), d

d(T ′) < W W := d(T ′), T := T ′
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Daraus ergibt sich die Aussage über die Komplexität.
Folgerung: Für eine feste Anzahl von      bzw.      ist das Steinerbaumproblem in Graphen 
polynomial lösbar (bzw. ist Lawlers Algorithmus effizient).
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