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Definition 1:
Ein Baum ist ein zusammenhängender Graph, der keine Kreise enthält.
Beispiele:

Satz 2 (Charakterisierung von Bäumen):
Sei                   ein Graph. Die folgenden Aussagen sind äquivalent für     :
(i)     ist ein Baum.
(ii) Pfade in     sind eindeutig, d.h. für je zwei Knoten                gibt es genau einen Pfad 
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(i)     ist ein Baum.
(ii) Pfade in     sind eindeutig, d.h. für je zwei Knoten                gibt es genau einen Pfad 

von     nach    .
(iii)      ist ein minimaler zusammenhängender Graph, d.h.     ist zusammenhängend, aber die 

Löschung einer beliebigen Kante führt zu einem unzusammenhängenden Graphen.
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von     nach    .
(iii)      ist ein minimaler zusammenhängender Graph, d.h.     ist zusammenhängend, aber die 

Löschung einer beliebigen Kante führt zu einem unzusammenhängenden Graphen.
(iv)      ist ein maximaler Graph ohne Kreise, d.h.     enthält keinen Kreis, und jeder Graph, der 

aus     durch Hinzufügen einer weiteren Kante entsteht, enthält einen Kreis.
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Definition 1:
Ein Baum ist ein zusammenhängender Graph, der keine Kreise enthält.
Beispiele:

Satz 2 (Charakterisierung von Bäumen):
Sei                   ein Graph. Die folgenden Aussagen sind äquivalent für     :
(i)     ist ein Baum.
(ii) Pfade in     sind eindeutig, d.h. für je zwei Knoten                gibt es genau einen Pfad 

von     nach    .
(iii)      ist ein minimaler zusammenhängender Graph, d.h.     ist zusammenhängend, aber die 

Löschung einer beliebigen Kante führt zu einem unzusammenhängenden Graphen.
(iv)      ist ein maximaler Graph ohne Kreise, d.h.     enthält keinen Kreis, und jeder Graph, der 

aus     durch Hinzufügen einer weiteren Kante entsteht, enthält einen Kreis.
(v)      ist zusammenhängend und es gilt Eulers Formel:                      .
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Lemma 4 (Endknotenlemma):
Ein Baum                    mit mindestens 2 Knoten enthält mindestens 2 Endknoten.
Beweis:

Sei                                          ein Pfad maximaler Länge in    .
Die Länge von     ist mindestens 1, also ist             .
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Beweis:

Sei                                          ein Pfad maximaler Länge in    .
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Definition 3:
Ein Knoten mit Grad 1 in einem Graphen     heißt Endknoten oder Blatt von    .
Beispiel:

Lemma 4 (Endknotenlemma):
Ein Baum                    mit mindestens 2 Knoten enthält mindestens 2 Endknoten.
Beweis:

Sei                                          ein Pfad maximaler Länge in    .
Die Länge von     ist mindestens 1, also ist             .
Behauptung:          sind beides Endknoten.

Sei o.B.d.A.      kein Endknoten.
Dann gibt es eine Kante                  , die     enthält und von                     verschieden ist.
Dann ist entweder     ein Knoten im Pfad    , d.h.                     , und    zusammen mit 
diesem Teil des Pfades ist ein Kreis. Widerspruch.
Oder                          , dann kann Pfad     durch Hinzufügen von     verlängert werden. 
Ebenfalls ein Widerspruch.

Bemerkung: Lemma 4 gilt nicht in unendlichen Graphen.
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Es gibt einen Pfad von    über den (eindeutigen) Nachbarn     von    zu jedem anderen 
Knoten in    .
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Ein weiteres Lemma für den Beweis von Satz 2

Definition 5:
Sei     ein Graph und    ein Knoten von    . Mit            bezeichnen wir den Graphen, der 
entsteht, wenn man von     Knoten    und alle dazugehörigen Kanten entfernt.
Beispiel:
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Sei     ein Graph, der einen Endknoten    enthält. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:
(i)     ist ein Baum.
(ii)           ist ein Baum.
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(i)     (ii): Betrachte zwei Knoten        in           .
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(ii)     (i): Durch Hinzufügen eines Endknotens     zu            kann kein Kreis entstehen.
Es gibt einen Pfad von    über den (eindeutigen) Nachbarn     von    zu jedem anderen 
Knoten in    .
Also ist     ein Baum.  
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Beweis von Satz 2

Satz 2 (Charakterisierung von Bäumen):
Sei                   ein Graph. Die folgenden Aussagen sind äquivalent für     :
(i)     ist ein Baum.
(ii) Pfade in     sind eindeutig, d.h. für je zwei Knoten                gibt es genau einen Pfad 

von     nach    .
(iii)      ist ein minimaler zusammenhängender Graph, d.h.     ist zusammenhängend, aber die 

Löschung einer beliebigen Kante führt zu einem unzusammenhängenden Graphen.
(iv)      ist ein maximaler Graph ohne Kreise, d.h.     enthält keinen Kreis, und jeder Graph, der 

aus     durch Hinzufügen einer weiteren Kante entsteht, enthält einen Kreis.
(v)      ist zusammenhängend und es gilt Eulers Formel:                      .
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Strategie: zeige Äquivalenz von (ii), (iii), (iv), (v) zu (i).
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Strategie: zeige Äquivalenz von (ii), (iii), (iv), (v) zu (i).
Induktionsbeweis über die Knotenanzahl mittels Baumwachstumslemma.
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Satz 2 (Charakterisierung von Bäumen):
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Induktionsanfang: bemerke, dass alle Äquivalenzen für Graphen mit 1 Knoten wahr sind.
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Beweis von Satz 2 (Fortsetzung)

Satz 2 (Charakterisierung von Bäumen):
Sei                   ein Graph. Die folgenden Aussagen sind äquivalent für     :
(i)     ist ein Baum.
(ii) Pfade in     sind eindeutig, d.h. für je zwei Knoten                gibt es genau einen Pfad 

von     nach    .
(iii)      ist ein minimaler zusammenhängender Graph, d.h.     ist zusammenhängend, aber die 

Löschung einer beliebigen Kante führt zu einem unzusammenhängenden Graphen.
(iv)      ist ein maximaler Graph ohne Kreise, d.h.     enthält keinen Kreis, und jeder Graph, der 

aus     durch Hinzufügen einer weiteren Kante entsteht, enthält einen Kreis.
(v)      ist zusammenhängend und es gilt Eulers Formel:                      .
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aus     durch Hinzufügen einer weiteren Kante entsteht, enthält einen Kreis.
(v)      ist zusammenhängend und es gilt Eulers Formel:                      .

(ii)    (i): Graph ist zusammenhängend (es existiert ein Weg zwischen allen Knotenpaaren).
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(v)      ist zusammenhängend und es gilt Eulers Formel:                      .

(ii)    (i): Graph ist zusammenhängend (es existiert ein Weg zwischen allen Knotenpaaren).
Graph enthält keinen Kreis, da es sonst Knoten        mit zwei verschiedenen Wegen gäbe.

7

⇒

x, y

GG = (V, E)

G

G x, y ∈ V
x y

G G

G

G

G

G

|V | = |E| + 1



Beweis von Satz 2 (Fortsetzung)

Satz 2 (Charakterisierung von Bäumen):
Sei                   ein Graph. Die folgenden Aussagen sind äquivalent für     :
(i)     ist ein Baum.
(ii) Pfade in     sind eindeutig, d.h. für je zwei Knoten                gibt es genau einen Pfad 

von     nach    .
(iii)      ist ein minimaler zusammenhängender Graph, d.h.     ist zusammenhängend, aber die 

Löschung einer beliebigen Kante führt zu einem unzusammenhängenden Graphen.
(iv)      ist ein maximaler Graph ohne Kreise, d.h.     enthält keinen Kreis, und jeder Graph, der 

aus     durch Hinzufügen einer weiteren Kante entsteht, enthält einen Kreis.
(v)      ist zusammenhängend und es gilt Eulers Formel:                      .

(ii)    (i): Graph ist zusammenhängend (es existiert ein Weg zwischen allen Knotenpaaren).
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(iii)     (i): Graph ist zusammenhängend (wird in (iii) bereits so gefordert). 
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(iii)      ist ein minimaler zusammenhängender Graph, d.h.     ist zusammenhängend, aber die 

Löschung einer beliebigen Kante führt zu einem unzusammenhängenden Graphen.
(iv)      ist ein maximaler Graph ohne Kreise, d.h.     enthält keinen Kreis, und jeder Graph, der 

aus     durch Hinzufügen einer weiteren Kante entsteht, enthält einen Kreis.
(v)      ist zusammenhängend und es gilt Eulers Formel:                      .

(ii)    (i): Graph ist zusammenhängend (es existiert ein Weg zwischen allen Knotenpaaren).
Graph enthält keinen Kreis, da es sonst Knoten        mit zwei verschiedenen Wegen gäbe.

(iii)     (i): Graph ist zusammenhängend (wird in (iii) bereits so gefordert). 
Graph kreisfrei, da es sonst eine Kante           gibt, ohne die der Graph immer noch 
zusammenhängend wäre.

(iv)     (i): Graph ist kreisfrei (wird in (iv) bereits so gefordert).
Graph zusammenhängend, da für alle                   der Graph    mit           einen Kreis 
enthält. Löscht man diese Kante, bleibt ein Pfad von    nach   .
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8

⇒

GG = (V, E)

G

G x, y ∈ V
x y

G G

G

G

G

G

|V | = |E| + 1



Beweis von Satz 2 (Schluss)

Satz 2 (Charakterisierung von Bäumen):
Sei                   ein Graph. Die folgenden Aussagen sind äquivalent für     :
(i)     ist ein Baum.
(ii) Pfade in     sind eindeutig, d.h. für je zwei Knoten                gibt es genau einen Pfad 

von     nach    .
(iii)      ist ein minimaler zusammenhängender Graph, d.h.     ist zusammenhängend, aber die 

Löschung einer beliebigen Kante führt zu einem unzusammenhängenden Graphen.
(iv)      ist ein maximaler Graph ohne Kreise, d.h.     enthält keinen Kreis, und jeder Graph, der 

aus     durch Hinzufügen einer weiteren Kante entsteht, enthält einen Kreis.
(v)      ist zusammenhängend und es gilt Eulers Formel:                      .

(v)    (i): Induktion über Knotenanzahl.
Sei      zusammenhängend mit                            .
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Sei      zusammenhängend mit                            .
Die Summe aller Knotengrade ist dann              . (Warum?)
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Also kann nicht jeder Knoten Grad 2 haben.
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Sei      zusammenhängend mit                            .
Die Summe aller Knotengrade ist dann              . (Warum?)
Also kann nicht jeder Knoten Grad 2 haben.
Der Grad jedes Knotens ist aber mindestens 1.
Somit gibt es einen Knoten    , dessen Grad genau 1 ist, d.h.    ist ein Endknoten.
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(v)      ist zusammenhängend und es gilt Eulers Formel:                      .

(v)    (i): Induktion über Knotenanzahl.
Sei      zusammenhängend mit                            .
Die Summe aller Knotengrade ist dann              . (Warum?)
Also kann nicht jeder Knoten Grad 2 haben.
Der Grad jedes Knotens ist aber mindestens 1.
Somit gibt es einen Knoten    , dessen Grad genau 1 ist, d.h.    ist ein Endknoten.
Der Graph                     ist auch zusammenhängend, und erfüllt                                   .
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Beweis von Satz 2 (Schluss)

Satz 2 (Charakterisierung von Bäumen):
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(i)     ist ein Baum.
(ii) Pfade in     sind eindeutig, d.h. für je zwei Knoten                gibt es genau einen Pfad 

von     nach    .
(iii)      ist ein minimaler zusammenhängender Graph, d.h.     ist zusammenhängend, aber die 
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(iv)      ist ein maximaler Graph ohne Kreise, d.h.     enthält keinen Kreis, und jeder Graph, der 

aus     durch Hinzufügen einer weiteren Kante entsteht, enthält einen Kreis.
(v)      ist zusammenhängend und es gilt Eulers Formel:                      .

(v)    (i): Induktion über Knotenanzahl.
Sei      zusammenhängend mit                            .
Die Summe aller Knotengrade ist dann              . (Warum?)
Also kann nicht jeder Knoten Grad 2 haben.
Der Grad jedes Knotens ist aber mindestens 1.
Somit gibt es einen Knoten    , dessen Grad genau 1 ist, d.h.    ist ein Endknoten.
Der Graph                     ist auch zusammenhängend, und erfüllt                                   .
Nach Induktionsannahme ist      daher ein Baum.
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Beweis von Satz 2 (Schluss)

Satz 2 (Charakterisierung von Bäumen):
Sei                   ein Graph. Die folgenden Aussagen sind äquivalent für     :
(i)     ist ein Baum.
(ii) Pfade in     sind eindeutig, d.h. für je zwei Knoten                gibt es genau einen Pfad 

von     nach    .
(iii)      ist ein minimaler zusammenhängender Graph, d.h.     ist zusammenhängend, aber die 

Löschung einer beliebigen Kante führt zu einem unzusammenhängenden Graphen.
(iv)      ist ein maximaler Graph ohne Kreise, d.h.     enthält keinen Kreis, und jeder Graph, der 

aus     durch Hinzufügen einer weiteren Kante entsteht, enthält einen Kreis.
(v)      ist zusammenhängend und es gilt Eulers Formel:                      .

(v)    (i): Induktion über Knotenanzahl.
Sei      zusammenhängend mit                            .
Die Summe aller Knotengrade ist dann              . (Warum?)
Also kann nicht jeder Knoten Grad 2 haben.
Der Grad jedes Knotens ist aber mindestens 1.
Somit gibt es einen Knoten    , dessen Grad genau 1 ist, d.h.    ist ein Endknoten.
Der Graph                     ist auch zusammenhängend, und erfüllt                                   .
Nach Induktionsannahme ist      daher ein Baum.
Folglich ist auch     ein Baum (Baumwachstumslemma).

8

⇒

GG = (V, E)

G

G x, y ∈ V
x y

G G

G

G

G

G

|V | = |E| + 1

G |V | = |E| + 1 ≥ 2

2|V | − 2

vv

G
′
:= G − v |V (G′)| = |E(G′)| + 1

G
′

G



Wieviele verschiedene Bäume auf n Knoten gibt es?

9



Wieviele verschiedene Bäume auf n Knoten gibt es?

Wann bezeichnen wir zwei Bäume als gleich? Beispiel:

9

1

32

4
5

1

32

4
5



Wieviele verschiedene Bäume auf n Knoten gibt es?

Wann bezeichnen wir zwei Bäume als gleich? Beispiel:

Möglichkeit A: Zwei Bäume sind gleich, wenn in beiden die gleichen Knoten benachbart sind.
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Bei Möglichkeit A sprechen wir von „markierten (indizierten) Bäumen“, bei B von 
„unmarkierten (unindizierten) Bäumen“
Satz 7 (Satz von Cayley, 1889):
Für     Knoten gibt es genau          markierte Bäume.
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„unmarkierten (unindizierten) Bäumen“
Satz 7 (Satz von Cayley, 1889):
Für     Knoten gibt es genau          markierte Bäume.
Im Falle von unmarkierten Bäumen ist keine exakte Formel bekannt, lediglich Abschätzungen.
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Für den Satz von Cayley gibt es verschiedene Beweise.

9

1

32

4
5

1

32

4
5

n n
n−2



Wieviele verschiedene Bäume auf n Knoten gibt es?

Wann bezeichnen wir zwei Bäume als gleich? Beispiel:

Möglichkeit A: Zwei Bäume sind gleich, wenn in beiden die gleichen Knoten benachbart sind.
Möglichkeit B: Zwei Bäume sind gleich, wenn man eine eineindeutige (bijektive) Abbildung 
zwischen den Knoten definieren kann, so dass zwei Urbildknoten genau dann benachbart 
sind, wenn die entsprechenden Bildknoten auch benachbart sind.
Bei Möglichkeit A sprechen wir von „markierten (indizierten) Bäumen“, bei B von 
„unmarkierten (unindizierten) Bäumen“
Satz 7 (Satz von Cayley, 1889):
Für     Knoten gibt es genau          markierte Bäume.
Im Falle von unmarkierten Bäumen ist keine exakte Formel bekannt, lediglich Abschätzungen.
Für den Satz von Cayley gibt es verschiedene Beweise.
Im Folgenden stellen wir einen Beweis von Prüfer (1916) vor.
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Möglichkeit B: Zwei Bäume sind gleich, wenn man eine eineindeutige (bijektive) Abbildung 
zwischen den Knoten definieren kann, so dass zwei Urbildknoten genau dann benachbart 
sind, wenn die entsprechenden Bildknoten auch benachbart sind.
Bei Möglichkeit A sprechen wir von „markierten (indizierten) Bäumen“, bei B von 
„unmarkierten (unindizierten) Bäumen“
Satz 7 (Satz von Cayley, 1889):
Für     Knoten gibt es genau          markierte Bäume.
Im Falle von unmarkierten Bäumen ist keine exakte Formel bekannt, lediglich Abschätzungen.
Für den Satz von Cayley gibt es verschiedene Beweise.
Im Folgenden stellen wir einen Beweis von Prüfer (1916) vor.
Essenziell in seinem Beweis ist es, einen Baum geschickt „abzuspeichern“, zu kodieren.
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Wieviele verschiedene Bäume auf n Knoten gibt es?

Wann bezeichnen wir zwei Bäume als gleich? Beispiel:

Möglichkeit A: Zwei Bäume sind gleich, wenn in beiden die gleichen Knoten benachbart sind.
Möglichkeit B: Zwei Bäume sind gleich, wenn man eine eineindeutige (bijektive) Abbildung 
zwischen den Knoten definieren kann, so dass zwei Urbildknoten genau dann benachbart 
sind, wenn die entsprechenden Bildknoten auch benachbart sind.
Bei Möglichkeit A sprechen wir von „markierten (indizierten) Bäumen“, bei B von 
„unmarkierten (unindizierten) Bäumen“
Satz 7 (Satz von Cayley, 1889):
Für     Knoten gibt es genau          markierte Bäume.
Im Falle von unmarkierten Bäumen ist keine exakte Formel bekannt, lediglich Abschätzungen.
Für den Satz von Cayley gibt es verschiedene Beweise.
Im Folgenden stellen wir einen Beweis von Prüfer (1916) vor.
Essenziell in seinem Beweis ist es, einen Baum geschickt „abzuspeichern“, zu kodieren.
Man spricht daher auch von der „Prüfer-Kodierung“ eines Baumes.
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Wie speichert man einen Baum ab (z.B. im Rechner)?
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Wie speichert man einen Baum ab (z.B. im Rechner)?

Beispiel: Baum     mit     Knoten

Definition 8: 
Eine Adjazenzmatrix eines Graphen    mit     Knoten ist eine            Matrix
mit Einträgen                   , wobei              genau dann, wenn Kante          zu     gehört.
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Wie speichert man einen Baum ab (z.B. im Rechner)?

Beispiel: Baum     mit     Knoten

Definition 8: 
Eine Adjazenzmatrix eines Graphen    mit     Knoten ist eine            Matrix
mit Einträgen                   , wobei              genau dann, wenn Kante          zu     gehört.
Beispiel: Die Adjazenzmatrix zu obigem Baum ist gegeben durch
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Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
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Speicherbedarf:
Erste Zeile enthält die Zahlen von 1 bis    in dieser Reihenfolge. Speicherung nicht nötig.
Speicherplatz für zweite Zeile = Speicherbedarf insgesamt =                         .
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Aber auch die Stammbaum-Kodierung ist noch nicht optimal.
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Nicht jeder Kode ergibt auch einen (Stamm-) Baum!
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Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Daher auch der Name „Stammbaum“-Kodierung: unten stehen die „Eltern“, oben das „Kind“.
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Aber auch die Stammbaum-Kodierung ist noch nicht optimal.
Nicht jeder Kode ergibt auch einen (Stamm-) Baum!
Wir können die Stammbaum-Kodierung aber noch etwas verfeinern...
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.

Die Prüfer-Kodierung

13



Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 

Die Prüfer-Kodierung

13



Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0

Die Prüfer-Kodierung
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0

Bemerke, dass der rechte, untere Eintrag immer die Wurzel (Knoten 0) ist:

Die Prüfer-Kodierung
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0

Bemerke, dass der rechte, untere Eintrag immer die Wurzel (Knoten 0) ist:
Wurzel wurde bei der Sortierung der Kanten in jeder Runde ausgelassen.

Die Prüfer-Kodierung
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0

Bemerke, dass der rechte, untere Eintrag immer die Wurzel (Knoten 0) ist:
Wurzel wurde bei der Sortierung der Kanten in jeder Runde ausgelassen.
Letzte Kante muss also mit Wurzel inzident sein.

Die Prüfer-Kodierung
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0

Bemerke, dass der rechte, untere Eintrag immer die Wurzel (Knoten 0) ist:
Wurzel wurde bei der Sortierung der Kanten in jeder Runde ausgelassen.
Letzte Kante muss also mit Wurzel inzident sein.

Vorteil der erweiterten Prüfer-Kodierung: brauche rechten, unteren Eintrag nicht speichern.

Die Prüfer-Kodierung
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0

Bemerke, dass der rechte, untere Eintrag immer die Wurzel (Knoten 0) ist:
Wurzel wurde bei der Sortierung der Kanten in jeder Runde ausgelassen.
Letzte Kante muss also mit Wurzel inzident sein.

Vorteil der erweiterten Prüfer-Kodierung: brauche rechten, unteren Eintrag nicht speichern.
Aber: erste Zeile nicht mehr sortiert!

Die Prüfer-Kodierung
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Zunächst die erweiterte Prüfer-Kodierung:
Knoten 0 wird ausgezeichnet als „Wurzelknoten“.
Für jede Kante wird der Knoten zuerst genommen, der weiter von der Wurzel weg ist. 
Sortierung der Kanten:

Suche Knoten mit Grad 1 (Endknoten) und kleinster Knotennummer (verschieden Wurzel).
Lösche diesen Knoten und die zugehörige Kante.
Wiederhole diese Schritte, bis alle Knoten weg sind.

Beispiel: Baum     mit     Knoten und ausgezeichnetem Wurzelknoten 0

Bemerke, dass der rechte, untere Eintrag immer die Wurzel (Knoten 0) ist:
Wurzel wurde bei der Sortierung der Kanten in jeder Runde ausgelassen.
Letzte Kante muss also mit Wurzel inzident sein.

Vorteil der erweiterten Prüfer-Kodierung: brauche rechten, unteren Eintrag nicht speichern.
Aber: erste Zeile nicht mehr sortiert!
War der Preis zu hoch?

Die Prüfer-Kodierung
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Prüfers Lemma

Lemma 9 (Baumrekonstruktionslemma):
Die zweite Zeile einer erweiterten Prüfer-Kodierung bestimmt eindeutig die erste.
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Beispiel: was ist der Baum zu (2,4,0,3,3,1,0) ? Klar: Baum hat 8 Knoten.
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Prüfers Lemma

Lemma 9 (Baumrekonstruktionslemma):
Die zweite Zeile einer erweiterten Prüfer-Kodierung bestimmt eindeutig die erste.
Beispiel: was ist der Baum zu (2,4,0,3,3,1,0) ? Klar: Baum hat 8 Knoten.
Wer ist das Kind von Knoten 2?

1? Nein, denn dann wäre Knoten 1 gelöscht und käme nicht mehr als Vater vor.
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Prüfers Lemma

Lemma 9 (Baumrekonstruktionslemma):
Die zweite Zeile einer erweiterten Prüfer-Kodierung bestimmt eindeutig die erste.
Beispiel: was ist der Baum zu (2,4,0,3,3,1,0) ? Klar: Baum hat 8 Knoten.
Wer ist das Kind von Knoten 2?

1? Nein, denn dann wäre Knoten 1 gelöscht und käme nicht mehr als Vater vor.
2? Schleifen sind verboten!
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Prüfers Lemma

Lemma 9 (Baumrekonstruktionslemma):
Die zweite Zeile einer erweiterten Prüfer-Kodierung bestimmt eindeutig die erste.
Beispiel: was ist der Baum zu (2,4,0,3,3,1,0) ? Klar: Baum hat 8 Knoten.
Wer ist das Kind von Knoten 2?

1? Nein, denn dann wäre Knoten 1 gelöscht und käme nicht mehr als Vater vor.
2? Schleifen sind verboten!
3? Nein, siehe 1.
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Prüfers Lemma

Lemma 9 (Baumrekonstruktionslemma):
Die zweite Zeile einer erweiterten Prüfer-Kodierung bestimmt eindeutig die erste.
Beispiel: was ist der Baum zu (2,4,0,3,3,1,0) ? Klar: Baum hat 8 Knoten.
Wer ist das Kind von Knoten 2?

1? Nein, denn dann wäre Knoten 1 gelöscht und käme nicht mehr als Vater vor.
2? Schleifen sind verboten!
3? Nein, siehe 1.
4? Nein, siehe 1.
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Prüfers Lemma

Lemma 9 (Baumrekonstruktionslemma):
Die zweite Zeile einer erweiterten Prüfer-Kodierung bestimmt eindeutig die erste.
Beispiel: was ist der Baum zu (2,4,0,3,3,1,0) ? Klar: Baum hat 8 Knoten.
Wer ist das Kind von Knoten 2?

1? Nein, denn dann wäre Knoten 1 gelöscht und käme nicht mehr als Vater vor.
2? Schleifen sind verboten!
3? Nein, siehe 1.
4? Nein, siehe 1.
5? Ja, denn Knoten 5 ist der kleinste, der später (rechts) nicht mehr vorkommt.
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Prüfers Lemma

Lemma 9 (Baumrekonstruktionslemma):
Die zweite Zeile einer erweiterten Prüfer-Kodierung bestimmt eindeutig die erste.
Beispiel: was ist der Baum zu (2,4,0,3,3,1,0) ? Klar: Baum hat 8 Knoten.
Wer ist das Kind von Knoten 2?

1? Nein, denn dann wäre Knoten 1 gelöscht und käme nicht mehr als Vater vor.
2? Schleifen sind verboten!
3? Nein, siehe 1.
4? Nein, siehe 1.
5? Ja, denn Knoten 5 ist der kleinste, der später (rechts) nicht mehr vorkommt.
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Prüfers Lemma

Lemma 9 (Baumrekonstruktionslemma):
Die zweite Zeile einer erweiterten Prüfer-Kodierung bestimmt eindeutig die erste.
Beispiel: was ist der Baum zu (2,4,0,3,3,1,0) ? Klar: Baum hat 8 Knoten.
Wer ist das Kind von Knoten 2?

1? Nein, denn dann wäre Knoten 1 gelöscht und käme nicht mehr als Vater vor.
2? Schleifen sind verboten!
3? Nein, siehe 1.
4? Nein, siehe 1.
5? Ja, denn Knoten 5 ist der kleinste, der später (rechts) nicht mehr vorkommt.

Nächster Eintrag: wer ist das Kind von Knoten 4, nachdem 5 gelöscht wurde?
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Prüfers Lemma

Lemma 9 (Baumrekonstruktionslemma):
Die zweite Zeile einer erweiterten Prüfer-Kodierung bestimmt eindeutig die erste.
Beispiel: was ist der Baum zu (2,4,0,3,3,1,0) ? Klar: Baum hat 8 Knoten.
Wer ist das Kind von Knoten 2?

1? Nein, denn dann wäre Knoten 1 gelöscht und käme nicht mehr als Vater vor.
2? Schleifen sind verboten!
3? Nein, siehe 1.
4? Nein, siehe 1.
5? Ja, denn Knoten 5 ist der kleinste, der später (rechts) nicht mehr vorkommt.

Nächster Eintrag: wer ist das Kind von Knoten 4, nachdem 5 gelöscht wurde?
1? Nein, siehe oben.
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Prüfers Lemma

Lemma 9 (Baumrekonstruktionslemma):
Die zweite Zeile einer erweiterten Prüfer-Kodierung bestimmt eindeutig die erste.
Beispiel: was ist der Baum zu (2,4,0,3,3,1,0) ? Klar: Baum hat 8 Knoten.
Wer ist das Kind von Knoten 2?

1? Nein, denn dann wäre Knoten 1 gelöscht und käme nicht mehr als Vater vor.
2? Schleifen sind verboten!
3? Nein, siehe 1.
4? Nein, siehe 1.
5? Ja, denn Knoten 5 ist der kleinste, der später (rechts) nicht mehr vorkommt.

Nächster Eintrag: wer ist das Kind von Knoten 4, nachdem 5 gelöscht wurde?
1? Nein, siehe oben.
2? Ja, denn jetzt ist Knoten 2 der kleinste, der später nicht mehr vorkommt.
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Prüfers Lemma

Lemma 9 (Baumrekonstruktionslemma):
Die zweite Zeile einer erweiterten Prüfer-Kodierung bestimmt eindeutig die erste.
Beispiel: was ist der Baum zu (2,4,0,3,3,1,0) ? Klar: Baum hat 8 Knoten.
Wer ist das Kind von Knoten 2?

1? Nein, denn dann wäre Knoten 1 gelöscht und käme nicht mehr als Vater vor.
2? Schleifen sind verboten!
3? Nein, siehe 1.
4? Nein, siehe 1.
5? Ja, denn Knoten 5 ist der kleinste, der später (rechts) nicht mehr vorkommt.
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Baumeingenschaft folgt damit aus Eulers Formel, da wir           Kanten und     Knoten 
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Es gibt          Prüfer-Kodierungen. Also gibt es genau so viele markierte Bäume.
Jeder markierte Baum auf    Knoten kann eineindeutig einer Zahl zwischen 0 und                
zugeordent werden.
Damit kann ein Baum mit                          Bits kodiert werden.
Einfaches Verfahren, um einen zufälligen Baum zu generieren, so dass alle Bäume die gleiche 
Wahrscheinlichkeit haben:

Generiere            Zufallszahlen zwischen 0 und          .
„Dekodiere“ diese Folge wie beschrieben als Baum.
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Definition 11:
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Beispiel:       und seine                  unterschiedlichen aufspannenden Bäume.
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19

G

G T T

T G G

G

|V | = |E| + 1 G

G = (V, E)



Welche Graphen haben Spannbäume?

Satz 12:
Ein Graph     enthält genau dann einen Spannbaum, wenn er zusammenhängend ist.
Beweis:

Enthält     einen Spannbaum    , sind je zwei Knoten durch einen Weg in    verbunden.
Da alle Kanten von     auch in     existieren, ist dieser Weg auch in     .
Also ist     zusammenhängend.
Umgekehrt sei                   nun zusammenhängend. Wir unterscheiden drei Fälle.
1. Fall,                     . Dann ist der gesuchte Spannbaum     selbst (vgl. Satz 2).
2. Fall,                     . Dann kann      nicht zusammenhängend sein, Widerspruch.

19

G

G T T

T G G

G

|V | = |E| + 1 G

G = (V, E)

|V | > |E| + 1 G



Welche Graphen haben Spannbäume?

Satz 12:
Ein Graph     enthält genau dann einen Spannbaum, wenn er zusammenhängend ist.
Beweis:

Enthält     einen Spannbaum    , sind je zwei Knoten durch einen Weg in    verbunden.
Da alle Kanten von     auch in     existieren, ist dieser Weg auch in     .
Also ist     zusammenhängend.
Umgekehrt sei                   nun zusammenhängend. Wir unterscheiden drei Fälle.
1. Fall,                     . Dann ist der gesuchte Spannbaum     selbst (vgl. Satz 2).
2. Fall,                     . Dann kann      nicht zusammenhängend sein, Widerspruch.
3. Fall,                     . Dann ist     kein Baum (nach Satz 2), und muss Kreis(e) enthalten.

19

G

G T T

T G G

G

|V | = |E| + 1 G

G = (V, E)

|V | < |E| + 1

|V | > |E| + 1 G

G



Welche Graphen haben Spannbäume?

Satz 12:
Ein Graph     enthält genau dann einen Spannbaum, wenn er zusammenhängend ist.
Beweis:

Enthält     einen Spannbaum    , sind je zwei Knoten durch einen Weg in    verbunden.
Da alle Kanten von     auch in     existieren, ist dieser Weg auch in     .
Also ist     zusammenhängend.
Umgekehrt sei                   nun zusammenhängend. Wir unterscheiden drei Fälle.
1. Fall,                     . Dann ist der gesuchte Spannbaum     selbst (vgl. Satz 2).
2. Fall,                     . Dann kann      nicht zusammenhängend sein, Widerspruch.
3. Fall,                     . Dann ist     kein Baum (nach Satz 2), und muss Kreis(e) enthalten.

Entferne eine beliebige Kante     des Kreises.

19

G

G T T

T G G

G

|V | = |E| + 1 G

G = (V, E)

|V | < |E| + 1

|V | > |E| + 1 G

G

e



Welche Graphen haben Spannbäume?

Satz 12:
Ein Graph     enthält genau dann einen Spannbaum, wenn er zusammenhängend ist.
Beweis:

Enthält     einen Spannbaum    , sind je zwei Knoten durch einen Weg in    verbunden.
Da alle Kanten von     auch in     existieren, ist dieser Weg auch in     .
Also ist     zusammenhängend.
Umgekehrt sei                   nun zusammenhängend. Wir unterscheiden drei Fälle.
1. Fall,                     . Dann ist der gesuchte Spannbaum     selbst (vgl. Satz 2).
2. Fall,                     . Dann kann      nicht zusammenhängend sein, Widerspruch.
3. Fall,                     . Dann ist     kein Baum (nach Satz 2), und muss Kreis(e) enthalten.

Entferne eine beliebige Kante     des Kreises.
Der übriggebliebene Graph                     mit                     ist auch zusammenhängend.

19

G

G T T

T G G

G

|V | = |E| + 1 G

G = (V, E)

|V | < |E| + 1

|V | > |E| + 1 G

G

e

G′ = (V, E′) E
′
:= E\{e}



Welche Graphen haben Spannbäume?

Satz 12:
Ein Graph     enthält genau dann einen Spannbaum, wenn er zusammenhängend ist.
Beweis:

Enthält     einen Spannbaum    , sind je zwei Knoten durch einen Weg in    verbunden.
Da alle Kanten von     auch in     existieren, ist dieser Weg auch in     .
Also ist     zusammenhängend.
Umgekehrt sei                   nun zusammenhängend. Wir unterscheiden drei Fälle.
1. Fall,                     . Dann ist der gesuchte Spannbaum     selbst (vgl. Satz 2).
2. Fall,                     . Dann kann      nicht zusammenhängend sein, Widerspruch.
3. Fall,                     . Dann ist     kein Baum (nach Satz 2), und muss Kreis(e) enthalten.

Entferne eine beliebige Kante     des Kreises.
Der übriggebliebene Graph                     mit                     ist auch zusammenhängend.
Entweder gilt nun                        und       ist der gesuchte Spannbaum.

19

G

G T T

T G G

G

|V | = |E| + 1 G

G = (V, E)

|V | < |E| + 1

|V | > |E| + 1 G

G

e

G′ = (V, E′) E
′
:= E\{e}

|V | = |E′| + 1 G
′
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Satz 12:
Ein Graph     enthält genau dann einen Spannbaum, wenn er zusammenhängend ist.
Beweis:

Enthält     einen Spannbaum    , sind je zwei Knoten durch einen Weg in    verbunden.
Da alle Kanten von     auch in     existieren, ist dieser Weg auch in     .
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Entferne eine beliebige Kante     des Kreises.
Der übriggebliebene Graph                     mit                     ist auch zusammenhängend.
Entweder gilt nun                        und       ist der gesuchte Spannbaum.
Oder wir wiederholen diese Reduktion (möglich, da      weiterhin zusammenhängend).

19

G

G T T

T G G

G

|V | = |E| + 1 G

G = (V, E)

|V | < |E| + 1

|V | > |E| + 1 G

G

e

G′ = (V, E′) E
′
:= E\{e}

|V | = |E′| + 1 G
′

G
′



Minimale aufspannende Bäume

20



Minimale aufspannende Bäume

Definition 13:
Ein bewerteter Graph (auch: gewichteter Graph) ist ein Graph                  , in dem jeder 
Kante    eine reelle Zahl         zugeordnet wird, die als Bewertung, Gewicht oder Länge 
von    bezeichnet wird. Wir schreiben auch kurz:                       .
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Bewertungen                                , wobei                    die Menge der Kanten von      ist.
Definition 14:
Sei                   ein bewerteter Graph mit Gewichten                  . Die Aufgabe, einen 
Spannbaum von     mit minimalem (maximalem) Gewicht zu finden, oder zu entscheiden, dass     
    keinen Spannbaum hat, wird als minimales (maximales) Spannbaumproblem bezeichnet. 
Beispiel:
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Wälder und maximale Wälder
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Wälder und maximale Wälder

Definition 16:
Ein Wald ist ein kreisfreier Graph.
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Definition 16:
Ein Wald ist ein kreisfreier Graph.
Bemerkung: Ein Baum kann somit als zusammenhängender Wald gesehen werden.
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Wälder und maximale Wälder

Definition 16:
Ein Wald ist ein kreisfreier Graph.
Bemerkung: Ein Baum kann somit als zusammenhängender Wald gesehen werden.
Beispiel:

Definition 15:
Sei     ein bewerteter Graph mit Gewichten    . Die Aufgabe, einen Wald in     mit maximalem 
Gewicht zu finden, wird als maximales gewichtetes Waldproblem bezeichnet.
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Etwas Komplexitätstheorie
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Etwas Komplexitätstheorie

Definition 17:
Seien     und     Probleme. Problem     kann linear auf Problem     reduziert werden, falls es 
Funktionen    und    gibt, die in linearer Zeit ausgerechnet werden können, so dass     aus 
einer Instanz      von     eine Instanz         von      macht, und     aus einer Lösung von         
eine Lösung von     macht.
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einer Instanz      von     eine Instanz         von      macht, und     aus einer Lösung von         
eine Lösung von     macht.
Wenn      linear auf      und     linear auf     reduziert werden kann, dann heißen die beiden 
Probleme äquivalent.
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Satz 16:
Maximales gewichtetes Waldproblem und minimales Spannbaumproblem sind äquivalent.
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Satz 16:
Maximales gewichtetes Waldproblem und minimales Spannbaumproblem sind äquivalent.
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...lasse alle Kanten aus     weg
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    ist Wald, da Untergraph von Baum   .
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Satz 16:
Maximales gewichtetes Waldproblem und minimales Spannbaumproblem sind äquivalent.
Beweis (    ):

Sei            eine Instanz des max. gew. Waldprob.
Funktion    erzeugt Instanz              des min. aufsp. Baumprob.

...entferne aus     alle Kanten     mit                ,

...setze                           für alle verbleibenden Kanten,

...füge minimale Kantenmenge     (Gewicht egal) hinzu, so dass      zusammenhängend.
Funktion     erzeugt aus Lösung von
             eine Lösung     von 

...lasse alle Kanten aus     weg

...übernehme alle anderen 1:1
    ist Wald, da Untergraph von Baum   .
Fügt man weitere Kante zu     hinzu,
so hätte     einen Kreis. Widerspruch.
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Satz 16:
Maximales gewichtetes Waldproblem und minimales Spannbaumproblem sind äquivalent.
Beweis (    ):

Sei            eine Instanz des max. gew. Waldprob.
Funktion    erzeugt Instanz              des min. aufsp. Baumprob.

...entferne aus     alle Kanten     mit                ,

...setze                           für alle verbleibenden Kanten,

...füge minimale Kantenmenge     (Gewicht egal) hinzu, so dass      zusammenhängend.
Funktion     erzeugt aus Lösung von
             eine Lösung     von 

...lasse alle Kanten aus     weg

...übernehme alle anderen 1:1
    ist Wald, da Untergraph von Baum   .
Fügt man weitere Kante zu     hinzu,
so hätte     einen Kreis. Widerspruch.
Tauscht man Kante(n) in     aus, 
so muss man gleiches auch in     tun.
Widerspruch zur Optimalität des Baums.
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Satz 16:
Maximales gewichtetes Waldproblem und minimales Spannbaumproblem sind äquivalent.
Beweis (    ):

Sei            eine Instanz des max. gew. Waldprob.
Funktion    erzeugt Instanz              des min. aufsp. Baumprob.

...entferne aus     alle Kanten     mit                ,

...setze                           für alle verbleibenden Kanten,

...füge minimale Kantenmenge     (Gewicht egal) hinzu, so dass      zusammenhängend.
Funktion     erzeugt aus Lösung von
             eine Lösung     von 

...lasse alle Kanten aus     weg

...übernehme alle anderen 1:1
    ist Wald, da Untergraph von Baum   .
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linear auf min. aufsp. Baumproblem
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zu erhalten, so müsste man dieses
auch in     tun. Widerspruch zur
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Oder    ist nicht zusammenhängend.
Dann ist      nicht zusammenhängend,
und es gibt keinen Spannbaum.
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Satz 16:
Maximales gewichtetes Waldproblem und minimales Spannbaumproblem sind äquivalent.
Beweis (    ):

Sei            eine Instanz des min. aufsp. Baumprob.
Funktion    erzeugt Instanz              des max. gew. Waldprob.

...setze                                , mit                                                  . Dann ist                .
Funktion    erzeugt Lösung     von            aus Lösung     von             

...übernehme alle Kanten 1:1.
Entweder ist     zusammenhängend.

Dann ist auch    zusammenhängend.
Zudem ist     kreisfrei (geerbt von    ).
Da                 , enthält     alle Knoten
von     . Somit ist     ein Spannbaum.
Tauscht man Kanten in     aus, um
einen „minimaleren“ Spannbaum
zu erhalten, so müsste man dieses
auch in     tun. Widerspruch zur
Maximalität des Waldes. 

Oder    ist nicht zusammenhängend.
Dann ist      nicht zusammenhängend,
und es gibt keinen Spannbaum.

Also: max. gew. Waldproblem und
min. aufsp. Baumproblem sind äquivalent.
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Optimale Nachrichtenweitergabe
Geheimdienst hat     Agenten (Knoten)
Jeder Agent kennt einige andere Agenten (Kanten)
Wenn Agent    mit Agent    Nachricht tauscht, wird sie mit Wahrscheinlichkeit       abgefangen
Problem: Wie kann eine Nachricht an alle Agenten übermittelt werden, so dass sie mit 
minimaler Wahrscheinlichkeit abgefangen wird?
Modell: Finde Spannbaum    , der die Gesamtwahrscheinlichkeit eines Abfangens der 
Nachricht minimiert:
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Beide Kriterien gelten analog für maximale Spannbäume (ersetze      durch      in Satz 18).
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Spannbaum erhalten). 
Zusammen gilt also               . 
Ersetze nun     durch    in    , so ist auch     minimaler 
Spannbaum, hat aber eine Kante mehr mit     gemein. 
Diese Argumentation kann nun so lange wiederholt 
werden, bis      vollständig in     umgewandelt wurde. 
Also ist auch     ein minimaler Spannbaum.
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In     gibt es einen eindeutigen Pfad zwischen   und   . 
Kante    gehört zu diesem Pfad, da nur    sowohl zum 
Fundamentalschnitt als auch zum Baum     gehört. 
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Aus der Pfadbedingung folgt               . 
Da dieses für jede Kante     im Fundamentalschnitt von    
gilt, erfüllt     somit auch die Schnittbedingung. 
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Sei               . 
Wähle irgendeine Kante                  im Fundamentalschnitt 
von   . 
In     gibt es einen eindeutigen Pfad zwischen   und   . 
Kante    gehört zu diesem Pfad, da nur    sowohl zum 
Fundamentalschnitt als auch zum Baum     gehört. 
Aus der Pfadbedingung folgt               . 
Da dieses für jede Kante     im Fundamentalschnitt von    
gilt, erfüllt     somit auch die Schnittbedingung. 
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Dann ist nichts zu zeigen (bzw. setze              ).
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Dieser Kreis enthält eine weitere Kante                     mit                                  .
Nach Voraussetzung ist einerseits               .
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1. Fall,          . 

Dann ist nichts zu zeigen (bzw. setze              ).
2. Fall,          . 

Da     ein aufspannender Baum ist, enthält                    einen Kreis.
Dieser Kreis enthält eine weitere Kante                     mit                                  .
Nach Voraussetzung ist einerseits               .
Wegen Schnittbedingung ist     billigste Kante im Fundamentalschnitt, d.h.                .
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                      . Dann gibt es einen minimalen Spannbaum      von    , der     und    enthält.
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Betrachte eine Kante                         mit                      und               .
1. Fall,          . 

Dann ist nichts zu zeigen (bzw. setze              ).
2. Fall,          . 

Da     ein aufspannender Baum ist, enthält                    einen Kreis.
Dieser Kreis enthält eine weitere Kante                     mit                                  .
Nach Voraussetzung ist einerseits               .
Wegen Schnittbedingung ist     billigste Kante im Fundamentalschnitt, d.h.                .
Zusammen also               .
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Lemma 19:
Sei                        ein gewichteter Graph. Sei     Untergraphen eines minimalen Spannbaums 
von    . Sei                                               eine Kante mit                 für alle                     mit 
                      . Dann gibt es einen minimalen Spannbaum      von    , der     und    enthält.
Beweis:

Betrachte eine Kante                         mit                      und               .
1. Fall,          . 

Dann ist nichts zu zeigen (bzw. setze              ).
2. Fall,          . 

Da     ein aufspannender Baum ist, enthält                    einen Kreis.
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Nach Voraussetzung ist einerseits               .
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Zusammen also               .
Somit ist auch     mit                                             ein minimaler Spannbaum.
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