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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Geradendarstellung)
(a) Geben Sie eine Parameterdarstellung und die Hessesche Normalform derjenigen Geraden g
an, auf der die Punkte P; = (0,2) und P» = (—1,4) liegen.

(b) Bestimmen Sie die Hessesche Normalform der Geraden h = {7 +\-f]| A € R}, wobei ¥ = (1, 2)
und ¢ = (3, —1) ist.

(c) Bestimmen Sie, soweit vorhanden, den Schnittpunkt beider Geraden.
(d) Was ist der Abstand des Punktes P3 = (5,2) von beiden Geraden?.

Lésung:

(a) Als Fusspunkt wihlen wir P;, als Richtungsvektor die Differenz der Kordinaaten der Punkte
Py, P>. Eine Parameterdarstellung der Geraden ist dann gegeben durch

B s (). e

Ein zum Ricgtungsvektor <_12> orthogonaler Vektor ist <?) Also ist die Geradengleichung

fiir ¢ von der Form 2z 4+ 1y = C. Die Konstante C' bestimmen wir durch einsetzen des
Punktes P;. Daher C' =20+ 12 = 2. Nun normieren wir, wobei wir darauf achten, dass die
rechte Seite der Gleichung positiv is. Die Hessesche Normalenform von g ist

1 2

2
Vi Ve TR
beziehungsweise
cosfB-x+sinG-y=d
. . 2 _ 2
fiir 8 = arccos 7 und d = 7
(b) Ein zum Richtungsvektor ¢ orthogonaler Vektor ist (1,3)7. Die Geradengleichung fiir hat die

Form 1.2+ 3.y = C. Konstante C' bestimmen durch einsetzen von 7 ergibt: C' = 7. Nun
wird wieder normiert. Die Hessesche Normalform der Geraden ist

1 1 7
vio “ T vio YT Vo




12. Ubung Mathematik I fiir Chemiker

beziehungsweise

cosfB-x+sinf-y=d

fiir 8 = arccos \/% und d = \/%.

(¢) Schnittpunkt: Wir setzen die Parameterdarstellung von g in die Geradengleichung von h ein,
das ergibt eine Bedingung an lambda.

L0+ 1-0)+3-2-2: ) =T< A= —

also ist der Schnittpunkt von g und h gleich (0,2)7 — (1/5)(1, -2)" = (-1/5,12/6)".
(d) Um den Abstand eines Punktes zur Geraden auszurechnen, die in Normalenform gegeben

ist, miissen wir den Punkt nur in die Hessesche Normalenform einsetzen: Also Abstand von
.2 1 _ 2 _ A S 1 97T _2
Punkt(5,2)zug.ﬁ-5+ﬁ-2 ﬁ—Q\/gundzuh.m S+ 75 2 m—S\/lo.

Aufgabe G2 (Geradendarstellung)
Seien P; und P, zwei verschiedene Punkte des R?. Zeigen Sie, dass die Menge aller Punkte, deren
Abstand von P; gleich dem Abstand von P; ist, eine Gerade darstellen.

Losung: Losung: Der Abstand eines Punktes (z,y) von P ist \/(z — z1)2 + (y — y1)?, der Ab-
stand von P, ist \/(z — 22)2 + (y — y2)2. Gleichsetzen der beiden Abstiinde liefert die Gleichung
(r—21)%+(y—y1)? = (z—22)*+(y—1y2)? oder genauso 2(x1 —x2) -v+2(y1 —y2)-y = T3 —3+y? —13.
Letzteres ist eine Geradengleichung fiir (z,y).

Aufgabe G3 (Parallelen und Winkel)
Gegeben seien die Gerade g : 5z — 4y = 3 und der Punkt P = (2,0).

(a) Geben Sie eine Gleichung an, welche die Parallele von g durch P beschreibt.

(b) Berechnen Sie den (kleineren der beiden) Winkel zwischen g und der Geraden
h: 2x+ 3y = —-2.
Losung: Losung:

(a) Wir geben eine Gleichung an, welche die Parallele von g durch P beschreibt. Setzen wir den
Punkt (2, 0) in die linke Seite der Geradengleichung ein fiir g ein, so erhalten wir 5-2—4-0 = 10.
Die Gleichung fiir die Parallele durch P lautet daher: 5z — 4y = 10.

(b) Der Winkel zwischen den Geraden ist gleich dem Winkel zwischen den Normalenvektoren.

Daher
cos = 5.-2—4-3 -2
VB2 +42./22 432 /533
_ -2
also 8 = arccos NETER
Hausiibung

Aufgabe H1 (Geraden, 4P)
Gegeben sind die beiden Geraden

gr:a-x—12y=—-4 undgy: 7= (411)+/\(;1>

sowie der Punkt P = (4,1). Bestimmen Sie den Parameter a € R jeweils so, dass
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(a) der Punkt P auf der Geraden liegt,
(b) die Geraden g; und g parallel sind,

(c) die Geraden g; und g senkrecht aufeinander stehen.

Losung: Losung:
(a) Der Punkt P liegt auf der Geraden g; genau dann, wenn die Gleichung a -4 —12-1 = —4
gilt, also a = 2 ist.
(b) Zwei Graden in der Ebene sind parallel, falls der Richtungsvektor der einen Geraden senkrecht
zum Normalenvektor der anderen geraden ist, d.h. wenn

() ()-vse

was genau dann der Fall ist, wenn a = 9 gilt.

(c) Zwei Geraden in der Ebene sind senkrecht zueinander (orthogonal) genau dann wenn der
Richtungsvektor der einen Geraden ein Vielfaches des Normalenvektors der anderen geraden

ist, das heisst falls
a 4
(32) ()

was genau dann der Fall ist, wenn a = —16 gilt.

Aufgabe H2 (Bestapproximation, 4P)
Bestimmen Sie denjenigen Punkt auf der Geraden g = {\ <?> | A € R}, der den kiirzesten Abstand
zum Punkt P = (5, —1) hat.

Losung: Losung: Da die Gerade durch den Usprung geht, reicht es aus, die Projektion von P auf
g zu berechnen. Dazu normieren wir den Richtungsvektor von g zunéchst: w = ﬁ(l, 2)” und

berechnen dann

) 1 9
p’I"O]g(P) = <Pa w> W= g<(57 _1)a (27 1)>(27 1)T = g : (27 1)T
Aufgabe H3 (Ebenengleichung, 3P)
Bestimmen sie den Abstand d der Ebene
1 2 1
E: (0] +A-| 0 | +p-[1 wAER
1 -1 0

zum Koordinaten-Usrprung.

Losung: Losung: Wir berechnen zunichst den Normalenvektor der Ebene:

2 1 1
0 x|1]=1-1
-1 0 2

Daher ist @ = iﬁ -(1,-1,2)". Die Hessesche Normalenform ist dann gegeben durch

S

n-[Z—d =0
wobei @ ein Punkt auf der Ebene ist. Wir setzen @ = (1,0,1)7. Dann ist @ -a = (1, -1,2)T -

6
(1,0,1)T = % der Abstand der Ebene vom Ursprung.
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